OPCION A

Ejercicio 1.- Calificacion méaxima: 3 puntos

2a -2 a°
Dadalamatriz A=|-1 a -1
2 1 a
a) (1 puntos). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a
X 2
b) (1 punto). En el caso a = 2, discutir el sistema y |=| 1| en funcién de los valores de b, y
z b
resolverlo cuando sea posible
X -1
¢) (1 punto). En el caso a = 1, resolver el sistema yl=| 2
z 2
a)
2a -2 a’
A=|-1 a -1=2a’+4-a’-2a’°+2a-2a=4-a’=Si|[A=0=>4-a’=0=>a’=4=
2 1 a
a=i\/Z:>{a=_2:>VaeSR—{—2,2}:>|A|¢0:>rang(A)=3
Sta=-2
-4 -2 2 2 1 =2
A=|-1 -2 } -4 -2|=(0 -3 -4 |=rang(A)=2
2 0 0 0
Sia=2
-2 4 2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2 2 -1 2
A= }:—24—2:030=010=010:rang(A)2
-2 -1 -2 0 -2 0 0 -1 0 0 0 O
b)
4 -2 4 2 4 -2 42 4 -2 42 4 -2 4|2

X
1 2 -1l|yl=|1|l=|-1 2 -11|=|-4 8 -4|4 0 6 0/6 |=
z) |b 2 1 2p) (-4 -2 -4/-2b) (0 -4 0]-2b

4 -2 42 4 -2 4] 2 b b
1 01 :>Compatib|eIndeterminado:>5—1:0:>E:1:>b:2
0= 0 0 0%—1

Il
o
o
[
Il
o

Cuando b = 2 = Sistema Compatible Indeterminado = y=1=4x-2+4z=2=4x=-4z+4
Solucion(1 -2 ,1,2)
Cuando b # 2 = Sistema Incompatible



Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién A
c)

El sistema es compatible deter minado = Utilizando Cramer
A=4-1"=3=

-1 -2 1 2 -1 1
2 1 -1 -1 2 -1
2 1 1| -1+4+2-2-1+4 6 2 2 1| 442-2_44+4-1 3
3 3 3 3 3
2 -2 -1
-1
- 2 1 2 _4—8+1+2—4—4_g_3
3 3 3
Ejercicio 2.- Calificacion méaxima: 3 puntos
a) (1'5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres
=0 x=0
vértices en las intersecciones de las rectas rlzx:y=z,rzz{y O,rsz{ Ocon el
= 7=
plano m=2X+3y+7z=24
b) (1'5 puntos).Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las rectas
x+1 y-5 z+1 X y+1 z-1
r4E = = rSE—_—z—
1 2 -2 2 3 -1
a)
X=2 X=2
L=1y=A= Puntodecorte =27 +3A+7A=24= 120 =24 =1 =2= Aly=2=A(2,2,2)
Z=X\ 72=2
X=a Xx=12
r,={y=0= Punto de corte = 20 +3-0+7-0=24 = 20 =24 = 0 =12= B y=0 = B(12,0,0)
z=0 z=0
r,=1y == Puntodecorte=2-0+38+7-0=24=38=24=3=8=Cy=8=C(0,8,0)
0A=(2,2,2)-(0,0,0)=(2,2,2) 2 2 2

OB =(12,0,0)-(0,0,0)=(12,0,0)=V =%-‘(TA’><O_B' oc=2]12 0 o =%-192=32 u’

oc =(0,8,0)-(0,0,0)=(0,8,0) °lo 8 0



Continuacion del Ejercicio 2 de la Opcion A

x=-1+a
r,=1y=5+2a=v, =(1,2,-2)

z=-1-2a 1 2 L

= — # — = No son paralelas ni coincidentes

x=2b 2 3
L=1y=-1+3b=v,=(2,3,-1)

z=1-b
Veamos si tienen un punto de corte comun

-1+a=2b a-2b=1 1 -2|1 1 -2|1 1 -2|1

5+2a=-1+3b=<2a-3b=-6=|2 -3-6|=|0 1|-8|=|0 1 -8 |= Incompatible
-1-2a=1-b 2a—b=-2 2 -1-2 0 3|-4 0 0]20

Se cruzan las dos rectas

V,=[-1+a-2b,5+2a—(-1+3b),-1-2a—(1-b)]=(a-2b-1,2a-3b+6 ,—2a+b—2)=
{v LV, =V,-v, =0=(a-2b-1,2a-30+6 ,—2a+b—2)-(1,2,-2)=0

1v, =>v,v, =0=>(a-2b-1,2a-30+6 ,~2a+b-2)-(2,3,-1)=0
{ ~2b-1+4a-6b+12+4a-2b+4=0=9a-10b+15=0 (9 —10‘—15]_( 9 —10‘—15J

2a—-4b-2+6a-9b+18+2a-b+2=0=10a-14b+18=0 10 -14]-18) (-90 126162
9 -10- _
= 26b=12=b= 12_6 = 9a —@=—15:>9a=@—15:9a=60 195 1%
0 13 13 13 13 13
- \Z=(—E—E—1, 30_18 ﬂ i_gj t=(—ﬂ 30 EJE(_4’3’1)
13 13 13 13 13 "13 13 13 13 13
X=2-i=E X=E—4C
13 13 13
Punto de la rectas = S{y=-1+3- 6 = > = Ecuacion de la recta pedida s<y = i+3c
13 13 13
6 7 7
z=1-—=— X=—+C
13 13 13




Ejercicio 3.- Calificacion méaxima: 2 puntos

3
a) (1 punto).Calcular la integral IX\/4 +5x%dx

1
b) (1 punto).Hallar los valores méaximo y minimo absoluto de la funcion f (X) =4/12 — 3x?
a)

x\/4+5x2dx:]t-ét dt:lj-tz dtzéé-[ﬁ]; =%-(73 —33)=%-(343—27)=%
3

3

- C—

X=1=>t=3

4+5x*=t’ =>t=/4+5x> =
X=3=>t=7

:>10xdx:2tdt:>xdx:%tdt

b)

12 - 3x> 20:>3(4—x2)20:>3-(2+x)-(2—x)20:>{ 2+x>0=x>-2

2-X>0=>Xx>-2=>x%x<?2

X<2 +

(+)

X >-2

P~ lb~r—
1 ]

Soluciéon

e [N ke

(
(+) (+
(+) (

N [he =

Dom(f)=VxeR/-2<x<2

£ (x) = \/‘GX i 3 _= f'(x)=0=3x=0=x=0= f(0)=+12-3:0° =243
2412 - 3x 12 - 3x
2 2

m—i-x 12 - 3x* +3x
(e Ji2-3xt ., 2o 36
£ (x)=-3 : -3 S

12-3x 12 - 3x (12 - 3x? V12 - 3x?

e (0) 36 36 3 V3

== = - = ——— = Maximo relativo
(12-3-02N12-3.02  12V12 2V3 2

limV12-3x* =12-3(-2) =V12-12=0 0<2s3 Maximo abSO'Utoz((z z\/g))
x=- =>U<L = ;. — <,
Iirr;\/12—3x2 =12-3.22 =412-12 =0 Minimo absolutoz{ 2.0)



Ejercicio 4.- Calificacion méaxima: 2 puntos

. X
a) (1 punto).Calcular el siguiente limite lim \/_

X—>-+o0 m

b) (1 punto).Demostrar que la ecuacion 4x° + 3x + m = 0, sélo tiene una raiz real, cualquiera
gue sea el numero m. Justificar la respuesta indicando qué teorema se usan.

a)
Iimi—oo lim - —fim—r —jjm—s -t 1 _
X—>+0 X+\/; Xﬁﬂom X—>+0

\/; xa+oo\/1+ 1 \/1+1 \/1—1-0
0

X

><\><

X

b)
Dom(f )= (Toda)vx e R = Es continua en todo su recorrido de — o a + o

Estudiemos los valores en los extremos del intervalo (— oo , + o)

lim f(x)=4-0° +3-00+m=00

X—>00

f(x)=4x° +3x+m=0= lim f(x)=4-(—0) +3-(~0)+m=—o
f'(x)=5x*+3

f'(x)=20x* +3 = Crciente = 20x* +3>0 = 20x* > 3= x* > =3 x> |- = sin solucion =
Es creciente para toda x real

Teoremas de Rolle y Bolzano

Esta funcién es continua en toda la recta real, siéndolo, por lo tanto, en el intervalo (— 0 ,+ oo);
como ademas toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, aplicando el
teorema de Bolzano sabemos que existe, al menos un punto C € (— © ,+ oo) tal que f(c) =0,y

ese punto es Unico cuando hemos demostrado que es creciente en ese intervalo y por lo tanto
no hay extremos relativos



OPCION B

Ejercicio 1.- Calificacion méaxima: 3 puntos
ax* +1

Dada la funcion: f (x) = 5 se pide:
X

a) (1 punto). Determinar el valor de a para el que la funcion posee un minimo relativo en x = 1.
Para ese valor de a obtener los otros puntos en que f tiene extremos relativos

b) (1 punto). Obtener las asintotas de la graficay =f(x ) paraa=1

¢) (1 punto). Esbozar la gréfica de la funcion paraa =1

a)

£ (x)= 4ax® —3x2(ax4 + 1) _ 4ax* —B(ax4 +1) _ 4ax* —3ax* -3 _ ax* -3

x® x* x4 x4

f'(l)=0=a-1*-3=0=a-3=0

4 4 2 2 2
frx)= X =3 g X 4—1=3'(x —1X4x +1)=3.(x—1)(x+41)(x +1):> ()20
X X X X
X-1=0=x=1
(x=1)(x+1)x* +1)=0=1 x+1=0= x=-1

X2 +1#0=VxeR

b)
4 4
f(x)=2 :—1:>x3=0:>x:0:> Dom(f)=VX€iR—{0}:>f(X)=00:1=1
X
lim £ (x) = — = —o0
En x =0 = Asintota vertical en x =0 = {*° 0
lim f(x)=— =+
x—0*
Asintotas horizontales
x* 1 1 1
4 —t 1+ 1+~
y=|imx+1:f:IimX X\ im Xt 2T e 10 Lo existe = x - o0
X—>00 X3 o0 X—>0 X3 X—0 E 1 0 O
x* o0
x* 1 1 1
4 4 —t— 1+— 1+~
y=lim X i X 2 iy X X T o L g existe = x> o0
X—>—00 X3 X—>o0 _X3 00 Xow X3 X—>00 _1 _1 0
_xi4 X 0



Continuacioén de la Ejercicio 1 de la Opcién B

b )Continuacién

Asintotas oblicuas

4 4

X" +1 X N 1 14 1 1+1
_f(x) . 3 X+l o L A x4 © 140
m=|lm£:|lmx—:|lm —=—=lim* X =lim—* == =1
X=X X—>0 X x—w X 00 Xow® X X—>0 1 1 1
XT
4 4 4
. . xT+1 . XT+1-X .1
nzllm[f(x)—mx]zllm{ S —1-x}:llm—3:h —===0
X—>00 X—>00 X X—>00 X x>0 ¥ o0
Asintota oblicua = y = x cuando X — o
x* +1 x4+1 1+1 1+1
f(x) . 3 X+l o L xh xd N © 1+0
m=|lmL)=|lmX—=|l —=—=limX X =lim X = 2= =1
X—>-o X X—>—00 X x—o X 00 X—o® X X—»00 1 1 1
X4
4 4 4
. .| xT+1 . X" +1-x . 1 1
nzllm[f(x)—mx]:llm{ . —1-x}=llm—3:hm——3:——:0
X—>—00 X—>—00 X X—>0 —X x—0 Y o0
Asintota oblicua = y = x cuando X — —oo
c)
20 +
Y
15 +
10 +
5,,
’—'” 1 1 —t— 1 1 |
0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5
X
-15 +

-20 +



Ejercicio 2.- Calificacion méaxima: 3 puntos

a) (2 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde:

0 1 m-1 X m
A= O m-1 1 , X=|y| , B=| m |, seglnlos valores de m
‘m-2 0 0 z m+ 2

b) (1 punto).Resolver los sistemas enloscasosm=0ym =1

0 1 m-1
A=l 0 m-1 1 |=m-2)-(m-1Fm-2)=[1-(m-1F|m-2)=-(m*-2m+1)[m-2)
m-2 0 0
Al = (L—m? +2m—1fm—2) = (- m? + 2m)m - 2) = m(2 = m)(m — 2) = =m(m — 2)m — 2) = -m(m — 2)°
Si |A/=0 = —m(m—2)? =o:>{,m_2r=nozim=2

vmeR-{0,2}=|A/#0 = rang(A)=3 = Nimero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Sim=2

0 1 12

0 1 1)2 :Oz=4:>z=%:>8istemaIncompatible
‘0 0 0/

Sim=0

0o 1 -1 0 1 -1

0 -1 10(=0 0 0 :>Oz:0:>z:9:> Sistema Compatible Indeter minado
-2 0 02 -2 0 012 0

b)
Sim=0
—2x=2=>X=-1=y-z=0=y=z= Solucion (1,1 ,A)

Sim=1

0 1 o[

0 0 11|=-x=3=x=-3=y=1=2z=1= Solucién(-3,1,1)
-1 0 03



Ejercicio 3.- Calificacion méaxima: 2 puntos
Dado los planos : m; =2X+y—-2z=1 , m,=X-Yy+2Z=1, sepide:
a) (0’5 puntos). Estudiar su posicion relativa

b) (1°5 puntos).En caso de que sean paralelos hallar la distancia entre ellos; en caso de que se
corten, hallar un punto y un vector de direccion de la recta que determinan.

a) O son paralelos o se cortan segun una recta interseccion de ambos. Si son paralelos
sus vectores directores son iguales o proporcionales

{vn =(2,1-2) 2 1 {2x+y—22:1
' - —#—=Secortan=r=
X—y+2z=1

:>3x—2:>x—3:>
v, =(1,-12)7 1" -1 - 3

Recta de encuentro

2
X==
2 2 1 1 Punto R g,—l,O
——V+21=1l=2y=—-1+21=2y=——+2I1=>r=qy=—— 3 3
3 3 3 3 —

= v, =(0,2,1)

3
+20 >
Z=A

Ejercicio 4.- Calificacion méaxima: 2 puntos

a)(0’75 puntos).Hallar la ecuacion del plano 7, que pasa por los puntos A(1, 0, 0),B(0, 2, 0)
yC(0,0,1),
b)(0'75 puntos).Hallar la ecuacion del plano 7, que contiene al punto P(1, 2, 3) y es

perpendicular al vector V(— 2.1 ,l)
¢) (0’5 puntos).Hallar el volumen del tetraedro de vértices A,B,CyP

a)

MB=(0,2,0-(1,0,0=(1,2,0) x-1 y z
AC=(0,0,1)-1,0,0)=(-1,0,1) ==nr, =|-1 2 0 =0=2(x-1)+2z2+y=0=
AG=(x,y,2)-(1,0,0)=(x-1,y,2) -1 01

n, =2X+y+2z-2=0

-

. v=_(-2,1.1) —~V 1 PG=VPG=0=

PG=(x,y,z)-(1,2,3)=(x-1,y-2,2-3)
(x-1,y-2,2z-3)(-2,1,1)=0= 2(x-1)+y-2+z2-3=0=>n, =2x-y-2+3 =0

- B - —



Continuacion de la Ejercicio 4 de la Opcién B
a)
AB=(0,2,0)-(1,0,0)=(-1,2,0)
A?:(O,o,1)-(1,o,o)=(-1,o,1):>V:%-‘EXA_CTﬁ:>
AP=(1,2,3)-(1,0,0)=(0,2,3)

-1 20
v=y1l1 o0 1=1~(2+6)=§=%u3

0 2 3

10



