OPCION A

Ejercicio 1.- Calificacién maxima: 3 puntos

k k k? 12 4 X
Dadas las matrices A=| 1 -1 Kk , B=|6 , C=|3| y X =]y |sepide
2k -2 2 8 3 VA

a) (1'5 puntos). Hallar el rango de A en funcion de los valores de k
b) (0’75 puntos). Para k = 2 hallar, si existe, la solucion del sistema AX = B
¢) (0'75 puntos). Para k = 1, hallar, si existe, la solucion del sistema AX =C

a)

kK kK2
A=[1 -1 k|=-2k+2k® —2k? +2k® + 2k — 2k = 4k° — 4k = 4k(k? - 1)

2k -2 2

k=0

:>Si|A|=0:4k(k2—1):O:> k2—1=0:>k2=1:>k:iﬁ:>{kk=_11:
vkeR-{-1,0,1}=|A #0= rang(A)=3
Sia=-1

~1 -1 1) (-1 -1 1

A= 1 -1 -1|=/0 -2 0|=rang(A)=2
-2 -2 2 0O 0 O
Sia=0
0 O
A=l1 -1
0 -2
Sia=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
A=[1 -1 1|=|0 -2 0|=|0 1 O0|=[0 1 0|=rang(A)=2
2 -2 2 0 -4 0 0 -1 0 0 00O
b)Al ser el rang(A): 3 = Numero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

J

rang(A)=2

N

AX=B:A1AX=A1B:>IX=A1B:>X=AlB:|A|=4-2-(22—1):24:>A1=ﬁ(adet)
2 2 4 2 1 4 2 -12 8 2 -12 8
A=|1 -1 2|=A=[2 -1 —2|=>adjA'=|6 -12 0 :>Al:2—14- 6 -12 0
4 -2 2 4 2 2 2 12 -4 2 12 -4
X 2 -12 8) (12 24 -72 +64 16
X=|y =2—146 ~-12 0 |-|6 =2—14- 72-72 =2i~ 0 :>(x,y,z)=(%,0,%j:>
z 2 12 -4)(8 24472 - 32 64

xy.2)=(2.0.2]

3



Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién A

c)

Conk =1

Al ser rang(A): 2 < Numero de incognitas = EI sistema es Comp. Indeter minado o Incompatible
1 1 14 1 1 1|4 1 1 1|4 1 1 14

1 -1 13(=|0 -2 0/-1|=|0 2 0|1 |=|0 2 0|1 :>Oz=—3:>z=—§:>

2 -2 23 0 -4 0-5 0 -4 0]-5 0 0 0]-3 0

Sistema Incompatible = No hay solucion

Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos
Dado los puntos P1(1,3,-1) ,Px(@a,2,0),P3(1,5,4)y P42, 0, 2), se pide:
a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices Py, P,, P3 y P4 tenga
volumen igual a 7

¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de P, y P3

a) Hallaremos el plano 1 que contiene a P4, P3 y P, y hallaremos el valor de la coordenada a
de P, para que pertenezca a ese plano.

Para hallar el plano m calcularemos los vectores P;Ps, P;P4 y PG (siendo G el punto
genérico del plano) y al estar los tres en el mismo plano (son coplanarios) el determinante de la
matriz formada por ellos es nula y la ecuacién del plano

PP, =(1,5,4)-(1,3,-1)=(0,2,5) x-1 y-3 z+1
PP, =(2,0,2)-(1,3,-1)=(1,-3,3) =nr=|0 2 5|=0=
PG=(x,y,z)-(1,3,-1)=(x-1,y-3,2+1) 1 -3 3

6-(x-1)+5-(y—3)-2-(z+1)+15-(x-1)=0=21-(x-1)+5-(y-3)-2-(z+1)=0=
n=21x+5y-2z-38=0=
28

Para que P, pertenezca al plan0n321a+5-2—2-0—38:0321a—28=0:>a=z



Continuacidn del Ejercicio 2 de la Opcién A

b)
FResa-aso-029 |
P1P4:(2'0’2) ( )_( 3) Z>V=€-‘P1P3XP1P4‘-P1P2:>
P1P2=(a,2,0) ( ):( )
a-1 -1 1
7=%~ 0 2 5=42=6(a-1)-5-2+15(a-1)=>42=21(a-1)-7=49=15a-15=
1 -3 3
64 = 15a:>a_64
15

c) El plano3 que queremos hallar tiene como vector director el que une P; con Pz y contendra

un punto Q que es el punto medio de los dos, que con el punto G (generador del plano) forma
un vector perpendicular al que une los puntos y por lo tanto el producto escalar de ambos es
nulo

Punto medio Q(121,5+3 ,4+(_1)j:>Q(1,4 gj

2 2
PP, =(1,5,4)-(1,3,-1)=(0,2,5)

oG WJ__G ﬁ._ézo
QG=(x,y Z) (1 4, 2] (X—l,y—4,2—§j: P LQG = PP, -Q =

0.2 ’5)'[)(_1’3/_4’Z_gJZOSZ(Y—4)+5'(Z—2j 0=2y+5z- 8—%:0

BEZy+52—%:O

Ejercicio 3.- Calificacién maxima: 2 puntos

Hallar a, b y ¢ de modo que la funcién f(x) = x* + ax® + bx + ¢ alcance en x = 1 un maximo
relativo de valor 2, y tenga en x = 3 un punto de inflexién

f(l)=2=1+a-1°+b-1+c=2=a+b+c=1
f'(1)=0=3-1°+2a-1+b=0=2a+b=-3 =

{f'(x) 3x% + 2ax+b
18
f*(3)=0=6-3+2a=0=18+2a= O:Za_—18:>a_—7=—9

f''(x)=6x+2a
2-(-9)+b=-3=-18+b=-3=b=15=(-9)+15+c=1=6+c=1=c=-5

f(x)=x*-9x* +15x -5



Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos
Calcular, razonadamente, las siguientes integrales definidas

Sen 2X
1+ cos? 2x

O N | 3

a) (1 punto) Iezx cos X dx b) (1 punto)

0

a) Haremos la integral por partes llegando a una recurrencia que nos dard la solucién
| = jezx cos x dx = e**sen x —Zjezxsen X dx =e”*sen x —2- [ezx(— cos x)—j(— COS X)- 2e2xdx]=

u=e* = du=_2e*dx u=e** = du=2e**dx
dv:cosxdx:v:jcosxdx=senx dv:senxdx:>v=fsenxdx:—cosx

I :Ie2X cos x dx == e?*sen x + 2e* cos x—4Ie2X cos xdx = | =e*sen x+2e* cos x —41 =

1 1
= + = | =— + = = — +
5] =e**sen x +2e** cos X = | c e?*sen X + 2e* cos x e?* cos x dx 3 e?*sen x + 2e* cos x

[ 1 1 . .
Iezx cos x dx = 5-[e“sen X+ 26 cos X[} = g-(eznsen n+ 267" cos m—e?°sen 0 — 2¢%° cos 0)

[ 1 (on 2t (_1)_a0 .0 _ 9a0 . zi._ o :_3. 2n
!e cosxdx—3(e 0+2e%" -(—1)—e®-0—2e°-1) 5(Ze 2) 5(e +1)

b )Haremos la integral por el sistema de cambio de var iable

n dt
j sen 2x _f_ 17
0

1
- = == tgtl* =—=-larctg (~1)—arctqg 1
1+ cos? 2x 1+t? 211+t2 larctg t],* 5 larctg (-1)-arctg 1]

1

T T
cost:t:>—25en2xdx:dt:sen2xdx:—%:> x_E:t_cos{ (gﬂ cos =1
X = O:>t_c0320 cos0=1

O N | 2
o
|

N

sen 2X « _1(3n ch 1 2n T
1+ cos? 2x



OPCION B
Ejercicio 1.- Calificacién maxima: 3 puntos

Dada las funciénes: f (x)= w , g(x)=(nx)* , h(x)=sen(x—n),

Jx? -3
se pide:
a) (1 punto). Hallar el dominio de f(x) y el lim f (X)
X—>00
b) (1 punto). Calcularg’'(e)

C) (1 punto). Calcular en el intervalo (0 ) 2n), las coordenadas de los puntos de corte con el eje
de abcisas y las coordenadas de los extremos relativos de h(x)

a)
3>0=X>—/3
x2-3>0=(x++4/3|x++/3)>0= x+43
( X ) {x—\/§20:>x2\/§
— o0 -3 V3 0
X>—/3 (-) (+) (+)
X >+/3 (-) (-) (+)
Solucion (+) (-) (+)
Dom (f) = ¥x € R/ (x < —/3)u (x> 3)
3 1 3x+3+1
. . 3x+In (X + 1) © Aplicando L' Hopital . * X+1 : X +1
lim f(x) = lim =—=—20 bl = lim =lim
X—>0 X—>0 2 -3 o0 X—>0 X—>0

2\/x7— \/7
3x+4 — (3x+4j -3

2
lim £ (x) = lim—X+1 _lim X AN =3 (Bx+d

X—>00 X—>00 X X—>00 X(X + l) X—>00 X2 + X x»oo
Vx? -3 x2
2 2
(3X+4j X3 (3+4j 3 (3+4j -3 (3+4) 1- >
: Ux xJV x . x ) Vx2 x* . X X o0
lim f(x) = lim . = lim - = lim . = .
X—00 X—00 X7+L X—00 1+7 X—00 1+7 1+7
2 2 2
X X X X 0
(3+0)-v1-0 _3-1_

ll—mf( ) 1+0 1




Continuacion de la Ejercicio 1 de la Opcién B

b)
ng(x)=In(In x)* = In g(x)=xIn nx:>gl(x)= n(In x L L cin(nx L
g()=Inln ) = mg()=xin(n= £t i 2 Lot
gl(x) n(In x 1 lx nx L = X)=g(Xx})IntnXx =
T 1inns Lt im0 (0-gtef i
1 . 1 0.1
g (x)=[In (O] {In(lnx) In(X)}:g() n ()] {m(me)m_(e)} [|n1+ j_(o D=1
c)
) X—nt=0=x=n+2kn
h(x)=sen (x— )= Si h(x)=0:>sen(x—at):0:>{x_n:n:>X:szFZKTc
k=-1=x=2n+2-(-1)Jt=0(0,0)
Puntos de corte k=0=n+2.-0-n= (r,0)
k=0=21+2-0-1= (2 ,0)
LN L e
h'(x)=cos (x—m)= Si h'(x)=0= cos (x—n)=0= _n_327c én 3
X—TE=73X=7+2|(TE
k_—1:>x_?+2 (- 1)71———27t—§
|<:0:>x:?’7+2-0-n=37“—o—327E

h*(x)=-sen (x—n)=

h"(ﬁ):_sen(ﬁ—n]:—sen( nj —sen( ) —(~1)=1>0= Minimo =
2 2 2
x:%:h(zJ—sen(——n]—Sen( j—sen( j_—1:>Ml’nimorelativoen(%r,—lJ



Ejercicio 2.- Calificacion méaxima: 3 puntos

) . X=-1-2A
Dada las rectas rlz%:y;szg y r,=3Yy=3+A,sepide
zZ=5

a) (1 punto).Estudiar su posicion relativa
b) (2 puntos).Hallar la minima distanciade ry y r,

a) Se estudiara si los vectores directores de las rectas son iguales o proporcionales, de serlo
las rectas son paralelas y si se da ese caso se analizara si tienen algin punto comun con lo
gue la recta seran coincidentes.

De no ser paralelas se estudiara si tienen un punto comun y de haberlo son rectas que se
cortan o son secantes. En el caso de que no haya punto comun las rectas se cruzan.

=(3,-5,2 - . :
( ):> 3 # = = No son coincidentes ni paralelos
=(-1,1,00 -1 1

Veamos si tiene un punto comun

.
Vrl
Vrz

X=2+3u
rn= y=1-5n
=2 2+3u=-1-1 2M=5:>p:§
=11-5u=3+1 = —
X=-1-2 5 15 21
2u="5 2+3.Z=—1-A>A=-1-2-"=_"2
=4 y=3+A 2 2 2
Z=9
1-5 g # 3+(— Ej = 2_225 25 _221 = —% # —%: Sistema Incompatible = No hay punto

Las rectasr, y r, se cruzan en el espacio

b) Para hallar la minima distancia calcularemos un plano 7 que contenga a r, y que sea
paralelo a r;. Después hallaremos la distancia entre un punto cualquiera R; de la recta r;
(podemos tomar el punto indicado en la ecuacién de la recta) y el plano 7 que es la distancia
pedida.

Para hallar el plano 1 utilizaremos los vectores directores de r, y r; y el vector que forma un
punto R, de la recta r, (podemos tomar el punto indicado en la ecuacion de la recta) con el
punto genérico G, los tres vectores son coplanarios (estan en el mismo plano) y el
determinante de la matriz que forma es nulo y la ecuacion del plano buscado

v, =(3,-5,2 X+1 y-3 z-5
[ R(2,1,0) = ( ) y
Si = v, =(-1,1,0) =>nt=[3 -5 2 (=0
R,(-1,3,5) " |—. :
R,G=(x,y,z)-(-1,3, 5)=(x+1,y-3,2-5) -1 1 0

~2(y-3)+3(z-5)-5(z-5)-2(x+1)=0= 2(x + 1)+ 2(y -3)+2(z-5)=0= x+1+y-3+2z-5=0
_|2+1+0-7] |-4] 443 y

CJ1Pi12+12 V33

n=x+y+z-7=0=d(r, ,r,)=d(R, ,7)



Ejercicio 3.- Calificacién maxima: 2 puntos

0 1 2 4 -1 1 -2
Dadas las matrices : A=|-2 -1 0| , B=|-2 -3 -7 —8], sepide:
1 a 1 3 2-a 3+a 3

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a

b) (1punto).Para a = 0, calcular la matriz X que verifigue AX =B

a)
4 -1 1 -2 4 -1 1 -2
B=| -4 -6 -14 -16 |=|0 -7 -13 -18|=
-12 -8+4a -12-4a -12 0 —-11+4a -9-4a -18
4 -2 1 -1 4 -2 1 -1
=0 -18 -13 -7 =0 -18 -13 -7

{4—4a:0:>4a:4:>a:1

=
+4+4a=0=4a=4=a=1
0 -18 —-9-4a -11+4a 0 0 4-4a -4+4a

VaeR-{l}= rang(B)=3
4 -2 1 -1
Sia=1=B=|0 -18 -13 -7 |=rang(B)=2
0O 0 0 0

b)
AX =B= A*AX =A'B=IX=A'B= X =A"'B
0 1 2 0 -2 1 -1 -1 2
Al=ﬁ-(adet):»|A|:—2 ~1 0[=242=4=A'=|1 -1 0|=adjA'=|2 -2 —4|=
1 0 1 2 0 1 1 1 2
-1 -1 2
at=tl2 -2 -4
1 1 2
“1 -1 2)(4 -1 1 -2 4 8 12 16) (1 2 3 4
X=2|2 -2 -4||-2 -3 -7 -8|==J0 -4 4 0|=[0 -1 1 o0
1 1 23 2 3 3 8 0 0 -4) (2 0 0 -1




Ejercicio 4.- Calificacién maxima: 2 puntos

Calcular el valor del determinante

N e
R N P

= P P X

S
N

|

-
o O o -

[ = = =

y-1 0 1 y-1 O
0 z-U=(1-x)1 0 z-1=
(! 1 0 0



