OPCION A
Ejercicio 1.- Calificacion méaxima 3 puntos
4
Dada la funcion: f(X)=—+
X—4 2Xx+2

se pide

a) (0’75 puntos) Hallar las asintotas de dicha grafica

b) (1'75 puntos) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcular sus puntos de inflexion
¢) (0’5 puntos) Esbozar la grafica de la funcion

a)
X-4=0=>x=4= f(4)= 4 2T _ 4,27 Sin solucién
4-— 4 2-4+2 0 10
2X+2=0=2x=-2=x=-1= f(-1)= 4 2 3. 2T sinsolucion
(-1)-4 2-(-1)+2 5 0

x=-1

Dom (f)=Vvxe R —{-1, 4}= Asintotas verticales = { 4

Asintotas horizontales

y =lim i+ 27 4 —+— 27 =0+ 0= 0= Existe asintota horizontal, y = 0,cuando x —
oo\ X—4  2X4+2) o o©

_l_

y = lim 4 27 4 + 27 =0+0=0 = Existe asintota horizontal, y = 0,cuando x — —oo
oo\ X—4 2X+2) —o —oo©

Asintotas oblicuas

[ 4 N 27 )
m = lim X=4 2x+2 =lim [ 4 + 227 j 4+—27_0+0 0 = No existe asintota oblicua
X—> X x>n\ X2 —4x  2x% + 2X 0  ®©

_Ilm( 4 227 ]:Iim(z4 + 227 j:i+£:0+0:0:>Noexisteas.oblicua
wa—4x 2X° +2X xoo\ X° +4X  2X° —2X o

F(x)= a_, (27 ):>f'x)=— 4 jf'(x):_8(x+1)2+27(x‘4)2
x-4 2(x+1

(x-4)"  2(x+1) 2 (x+1)°(x—4)°
)8 (X2 +2x+1)+27 (x2 —8x+16) 82 +16xX+8+27x> —216x+432 _ 35x* — 200X + 440

2 (x+17(x -4 - 2 (x+17(x—4Y C 2 (x+1P(x—4Y
f'(x):—é- 7x* —40x + 88
2 (x+1(x—4)

= 7x* —40x+88=0= A =(-40)° —4-7-88 =864 < 0 = Soluc imagin.

—g<0:>‘v’Xe§R
2
Crecimient0:>f'(x)>0:>—§-7x _A;OX+882 >0=>{7x* ~40x+88> 0= Vxe R
2 (x+1)(x—4) (x+1° >0=VxeR
(x—4) >0=>VxeR




Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién A
b) Continuacion
— 00 o0

_§<0
2

(-)
7x° - 40x + 88 (+)
(x +1)° (+)

(+)
(-)

(x-4)°
Solucién

Decrecimiento VX € R
3 3
f"(x):8(X_i)+27'2'(xt1)= B, 2T ey _8(x+1) +227(x—24)
G4 2000 (o) (ce) )

3 2 2 3 3 2 2 3

f"(X):g(X +3-x“-1+3-x-1°+1 )+227(X 2_3.)( 44+3.-%x-4 _4)
(x+1)°(x—4)

F(x) = 8 +24x° +24x+8+ 27x° —324x” +1296x ~1728 _ 35x° —300x” +1320x ~1720

(x+1) (x—4) (x+1)*(x - 4)?
3 2 . ,
fro(x)=5. X ZOOX 204X bt de inf lexion = £1(x)= 0= 5. /X 00X +204x=344 _,
(x+1)*(x—4) (x+1)*(x—4)

7 —60 264 -344
2 14 -92 344

7 -46 172 [0

7x% — 60X’ + 264X — 344 = 0 = = (x—2)(7x* - 46x° +88)=0=

7x? —46x* +88=0= A =(—46)’ —4-7-88 = 2116 — 2464 = —348 < 0 = Solucién imaginaria

Punto de inf lexion = x =2 = (2)= 4 ,_2r _ A “Lvar B
2-4 2-2+2 2 6 6 6
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Ejercicio 2.- Calificacion méaxima 3 puntos



1 1 a a X 0
. al 1l a y 0 _
Dada las matrices A= , X = , O= , Se pide:
a a1l 1 Z 0
a a a 1 w 0

a) (1'5 puntos) Calcular el determinante de A. Determinar el rango de A segun los valores de a
b) (0’5 puntos) Resolver el sistema homogéneo AX=0Oenelcasoa=1
¢) (1 punto) Resolver el sistema homogéneo AX = O cuando a =-1

a)
2 2 2
i i i : 1- , —a2 i_az 8 1-a®> 1-a’ a(l-a
A= 1:a_o _oa l_a J-rpl-a) 1-a® 1-a7 |-
-4 0 0 1-a
a a a 1 a a a 1
l1-a)il+a) (1-a)il+a all-a l1+a l1l+a a
(l-a)@+a) @-a)l+a) afl-a)
A=| all-a l1-a)il+a) (1-a)il+a)=1-a)-(1-a)-(1-a)-| a l+a 1+a
A=| all-a) (-a)t+a) (L-a)f (1-a)-(1-a)(-a)
0 0 l-a 0 0 1
|A|:(1—a)3-1-1:16l i: :(1—a)3-(1+a)-i 1+a=(1—a)3-(1+a)(l+a—a):(1—a)3-(1+a)

Si|A|:0:>(1—a)3-(1+a)=0:>{1_a:0:>a:1

1+a:0:a:_IDVaem—}liﬁ:MHo:>mm(M=4

Sia=-1
1 1 -1 -1 11 -1 -1
-1 1 1 -1 02 0 -2
A= = = rang (A)=3
-1 -1 1 1 0 0 O
-1 -1 -1 1 00 -2 O
Sia=1
1111 1111
1111 0 00O
A= = = rang (A)=1
1111 0 00O
1111 0 00O



Continuacion del Ejercicio 2 de la Opcién A

b) Como el rango de la matriz es 1 menor que el nimero de incégnitas, que son 4, el sistema es
Compatible Indeterminado con infinitos valores de solucion

Sta=1
11110 1 1 1 1/0
11110 0 0 0 0
A= = S>X+Yy+2+W=0=>X=-y-2-W=>
11110 0 0O
11110 0 0 0 0O

Solucion = (x,y,z,W)=(~a-B-1,a,8,2)

¢) Como el rango de la matriz es 3 menor que el nUmero de incégnitas, que son 4, el sistema es
Compatible Indeterminado con infinitos valores de solucion

Sia=-1

1 1 -1 -1/0 1 1 -1 -1/0 1 1 -1 -10
-1 1 1 -1 0 2 0 -2 01 0 -10
A= = = =z=0=>y-w=0=>y=w
-1 -1 1 100 0 0 O 0|0 0O 0 0 o0}
-1 -1 -1 100 0 0 -2 01J0 0 01 o0}
X+wW—-0-w=0=x=0= Solucién = (x,y,z,w)=(0,7,0,7)

Ejercicio 3.- Calificacion méaxima 2 puntos

Dado los puntos A(2,-2,1),B(0,1,-2),C(-2,0,-4),D(2,-6, 2), se pide:

a) (1 punto) Probar que el cuadrilatero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y hallar la distancia
entre los dos lados paralelos

b) (1 punto) Hallar el area del triangulo ABC

a) Hallaremos los vectores AB, BC, CD y DA y estudiaremos los que tengan el vector candnico igual, esos
seran los paralelos.

AB=(0,1,-2)-(2,-2,1)=(-2,3,-3)=(2,-3,3)
BC=(-2,0,-4)-(0,1,-2)=(-2,-1,-2)=(2,1,2)
— =
CD=(2,-6,2)-(-2,0,-4)=(4,-6,6)=(2,-3,3)
DA=(2,-2,1)-(2,-6,2)=(0,4,-1)
Como los lados AB y CD son paralelos el cuadrilatero ABCD es un trapecio

La distancia entre dos rectas paralelas es la minima distancia entre un punto de una de ellas y la otra recta.
Para ello escogeremos un punto de la recta CD, (tomaremos C) por el que haremos pasar un plano 7
perpendicular a las dos rectas, que tendra como vector director el de ellas, siendo el producto escalar de
ese vector y el vector CG, donde G es el punto generador del plano, nulo por perpendicularidad y la
ecuacion buscada del plano, que cortard a la recta AB (la denominaremos r) en un punto P, la distancia de
C a P es la buscada.

v, =AB=CD=(2,-3,3) U 1CG=v -CG-0=
CG=(x,y,2)-(-2,0,-4)=(x+2,y,2+4)
(x+2 y,z2+4)-(2,-3,3)=0=>2(x+2)-3y+3(z+4)=0=7=2x-3y+32+16 =0



Continuacion del Ejercicio 3 de la Opcién A

a) Continuacion

X=2+22
r={y=-2-31= Puntodeinterseccion P = 2(2+21)-3(-2-31)+3(1+31)+16 =
2=1+34
4+4/1+6+9/1+3+9/1+16:O:22/1+29=0:22/1:—29:/1=—%:>
x=242.[-2)_p B _ 5 B __ 7
22 22 " 11 1
pl  yo—2-3(-2)_,, 87 13
22 22 22
1.3 29)_, 87 _ 65
2) T 2 2
B S5 Al 131)’ 65
d(AB,CD)=d(C,P)= [ -2 L || +[0-L2) +|-a-[- j _
11 22 22
. 2 2 2 2 2
d(AB, CD)- _2+1J +1312 +(_4+§j _ ( 15} +1312 +(_§)
11) 22 22 1) 22 22
- 2 2 2
a(A8 , CD)- \/30 +131°+ 23 J900+17161+529 _ 18590
22 22 22

0=

b) El area del triangulo ABC es igual a la mitad del médulo del vector que resulta al hallar el producto

vectorial de los vectores AB y AC (al tratarse de valores numéricos no pueden
simplificarse ambos vectores)

{ﬁ ?:(— '3,-3) N
AC=(-2,0,-4)-(2,-2,1)=(-4,2,-5)
i i K
ABAAC=|-2 3 -3=-151+12]-4K+12k +6i—10j =—9i+ 2] +8k = AB A AC =
-4 2 -5

Area:%-‘NéAA_c' = [ABAAC| = /(-9)? +22 +8% = /811 4+ 68 =+/153 = Area =

V153

(-9,2,8)



Ejercicio 4.- Calificacion méaxima 2 puntos
Dados el punto P(1, 2, - 1) yel plano 7 = X+ 2y —2Z+ 2 = 0,sea S la esfera que es tangente al plano
7z en un punto P’ de modo que el segmento PP’ es uno de sus didmetros. Se pide:

a) (1 punto) Hallar el punto de tangencia P’
b) (1 punto) Hallar la ecuacién de S

a) Al ser el diametro PP’ el que coincide con la tangencia al plano dado, que es una recta r perpendicular a
77 quedando determinada por el punto P y el vector director del plano, siendo la interseccion de este con la
recta el punto P’ pedido.

W:“W:WZQJ“QL:HEy:mQA:
z=-1-21
Punto P'interseccion del plano 7 y la rectar
@+2)+2(2+22)-2(-1-24)+2=0=1+1+4+41+2+41+2=0=2>91+9=0=>1=-1=

{_, . . X=1+A1

P@,2,-1)

x=1+(-1)
Ply=242.(-1)=P'(0,0,1)
z=-1-2-(-1)

b) El centro C de la esfera es el punto medio de PP’ y su radio la mitad de la distancia entre P y P’

« 1+ _l
C 220 - 1
+
=—=1=C|=,1,0
Ye 5 (2 j
-1+1
Xe = > =0

SE(X—1T+{y—D2+@—OY=[§f::xz—x+£+y2—2y+1+22=2<:
2 4 4 16

5 9 11
X2+ Y+ —x-2y+———=0=>x"+y* +2° - x-2y+—=0=
y y 4 16 y y 16

S =16x* +16y” +162° —16x - 22y +11=0



OPCION B

Ejercicio 1.- Calificacion méaxima 3 puntos

Sea I, larecta con vector direccién (1, A , 2) que pasa por el punto A(1, 2, 1), Iy larecta con vector
direccion (1, 1, 1) que pasapor B(1,-2, 3),y I, larectacon vector direccion
(1,1,-2)quepasapor C(4,1,-3). Se pide:

a) (1 punto) Hallar A para que las rectas I, y Iy se corten
b) (1'5 puntos) Hallar A para que larecta r, sea paralela al plano definido por Iy y I

c) (0’5 puntos) Hallar el angulo que forman g y I

a) El sistema de ecuaciones formado por los datos de las dos rectas en paramétricas tiene que ser
Compatible Determinado lo que hace que, como las incégnitas son dos, el determinante de la matriz de los
coeficientes ampliadas sea nulo para que el rango de la matriz ampliada sea 2. Analizado si existe un menor
de rango 2 de esa matriz tendremos el valor buscado

X=1+u
=qy=2+4
fa Z—l:Zﬂ 1+ u=1+n u—n=0
T S v =24 du-n=-4=
= s 2u—n=2
L =ly=—2+4n +2u=3+1 p—1=
Z2=3+n
1 -1 0| 1-2 0 4
1-1 4
A/IB|=0=[4 -1 -4= 2 -1 —4=(—1)-2 f 6=—(6—6&—8+4/1)=2/1+2=0:>

2 -1 2| 2-4 0 6
1 —
20=-2=1=-1=|A :‘ ) j =-1-1=-1#0= rang(A) = rang(A/B) = 2 = Numero incognitas
por lo tanto A =-1

b) El vector director de la recta r, es perpendicular al vector director del plano 7 formado por Iy y I,

que hallaremos como el producto vectorial de los vectores directores de estas rectas, y por lo tanto el
producto escalar de esos directores es nulo

—_ —_

—»:1,1,1 - - >z - : = : =
_V,’B ( ) =2+ j+k-k-i+2]j=-31+3] =

=V_ =V v, =[1
v =(,1’_2) i rB/\ e 1

fc

v, =(1,4,2)

v,=(-3,3,0=(,-1,0) — — — —
{ -=(-3,3,0)=( ):>v,, Lv, =>v, v, =0=(,-1,0)-(1,2,2)=0=1-1=0=1=1
a
c) El coseno del angulo ¢ que forman ambas rectas es igual al cociente del producto escalar de sus
vectores directores, expresado en valor absoluto, entre el producto de los mddulos de ambos directores
v, =(1,1,1 1,1,1)-1,1,-2 1+1-2
Gy o [61061-2)  pe1-2

v, =(1,1,-2) Y+ 12 417412 412 + (- 2) V36

s

:0:>a=arcc050:90°=%rad



Ejercicio 2.- Calificacion méaxima 3 puntos
2X+Ay+A2=1-1
Dado el sistema de ecuaciones lineales< X + Y + (1 —1) z = -2 , se pide:
(A-1)x+y+z=1-1
a) (2 puntos) Discutirlo segun los valores del parametro A

b) (0,5 puntos) Resolverlo enelcaso 4 =1
c) (0,5 puntos) Resolverlo en el caso A =-1

a)
2 A A]l P20 A-2(1-1) [2-1 0 24-2°
A= 1 1 2-1={1 1 2-1 |=[1 1 2-1 :L‘
A-11 1] |A-2 0 1-(A-1)| |A-2 0 2-2

1 A-2=0=>1=2
|N=(m—a(4—2*

1 A+1=0=>4A=-1
VAeR-{-1,2{=|A = 0= rang (A)=3= Nimero de incognitas = Compatible Deter minado
Sil=-1

2 -1 -1]2 0 -3 32} (0 -3 3]-2
1 1 -2[2]=1 1 -2[2|=[1 1 -2/2|=
-2 1 1}-2) (0 3 -3]2 0 0 0f0

rang (A)=rang (A/B)= 2 < Nimero de incognitas = Compatible Indeter min ado
Sii=2

2-1 AM2-4
A-2 2-2

2 e S0 (-2 )0

2 2 2|1 0 0 0]-1

1 1 1-4|=|0 0 0|-5|=ang(A)=1=rang (A/B)=3= Sistema Incompatible
1 1 111 11 1)1

b)

Sili=1

2 1 1|0 0 -1 1|4 0 -1 1|4

1 10-2|={1 1 0-2|=|1 1 0-2|=22z1=4=171=2=-y+2=4=-y=2=>y=-2
01 10 0 1 1/0 0 0 2|4
X—2=-2=x=0= Solucion = (x,y,z)=(0,-2,2)
¢)Si A =—-1= Compatible Indeter minado

0 -3 3|-2

1 1 -2/2 :>—3y+32:2:>—3y:—3z+2:>y:z—§:>x+z—§—22:2:>x:z—§

0 0 0]0

Solucion = (x, y,Z)z(a—%,a—g,aj



Ejercicio 3.- Calificacion méaxima 2 puntos

Dada la funcion f (X) =

, se pide:
x? +1

a) (1 punto) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la graficadefenx =0

1
b) (1 punto) Calcular IX f(X) dx.
0

a)
f'(x)= X*+1-2xx _x*+1-2¢" _ 1-x’ =
e T e ke
0= 11
102 =Y-0=lL(x-0)=y=x=>t=x-y=0
m=f'(x)=r7 =1
0°+1
b)
1 1 X2 1 1 1 1 dX ) 1
!X X* +1dx !xz+1dX=£(l‘Xz+de=£dx—£m=[X](}—[arctg xJy
x° ‘x +1
-x-1 1
-1
4 T 4-r
=(1-0)-(arctgl-arctg 0)=1-| =-0|=1-==""F
(1-0)-(arctg1-arctg 0) (4 j 4

Ejercicio 4.- Calificacion méaxima 2 puntos
1

Dada la funcion f(x) =e*, se pide:
a) (1 punto) Calcular lim f(x), lim f(x) y estudiar la existencia de lim f(x)

X—>+00 X—>—00 x—0
b) (1 punto) Esbozar la grafica y = f(x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y
sus asintotas.

a)

limex =e» =¢” =1

X—>+00

T s e ! 1 1 1
lime* = lime™ =e x= S === ="=1
X—>—00 X—>+00 = - e 1
ex e”
1
L lime* =e% =e” =0 = Asintota vertical = x=0

. = = . ., x—>0"
lime* =e° = Sin solucion = L T
e limex=e® =e "=—=—"="—"2=0

x—0" = e” 0

eO



Continuacion del Ejercicio 4 de la Opcién B

b)
1 1 —11<0:>VX65R
f'(x)z—ize§ =—e—2: f(x)>0:>(—1)e—2>0:> e* > 0= Vx e R = Decreciente = Vx € R
X X X

x2>0=VxeNR

Asintota vertical = x=0"

Asintotas horizontales
1 1
y = limex =e~ =e® =1= Existe asintota horizontal, y =1, cuando x — oo

X—>+00

1 1 1
.= . = 1 1 1 1 . , )
limex = lime™) =e x == == = = == =1 Existe asintota horizontal, y =1, cuando x — —
X—>—0 X—>+00 1 1 eO 1
ex e~
Asintotas oblicuas
1 1
_ex e» ¥ 1 ) ) )
m= lim—=-—=—"—="=0= No existe asintota oblicua cuando x — o«
X—>+00 X o0 o0 o0
1 N 1
e e ex g 1 1 1
m=lim—=Ilim——=lim——== lim = = = =0
X—o—o ¥ X—+0 (_ X) X+ (_ X) X—>+00 1 1 _oo.eo —-1
—-XeX —oo-e”
No existe asintota oblicua cuando x — —©
5 —
Y
4 -
3 -
2 -
__________________________ 1_-_____-______-_____________________.
x X
I T T T T v T T T T T T
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

10



Continuacion del Ejercicio 4 de la Opcién B

b)
vj:(z,—l,i)jsenﬂ= VoV )2,-1,1)-0,2,3]  [2-2+3 3 _ 3
v, =(1,2,3) VN 2R (1 12 1727432 614 B4 2421
senﬂzs—ﬁzﬁzﬂzarc sen(@J:19°6'23”

42 14 14
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