OPCION A
Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 3 puntos
X, In (x+1)
X -4 x+1
a) (1'5 puntos) Determinar el dominio de f y sus asintotas.
b) (0’75 puntos) Calcular la recta tangente a la curva'y = f(x) en x = 0.

c) (0’75 puntos) Calcular J- f (X) dx

Dada la funcion f (X) =

donde In denota el logaritmo neperiano, se pide:

a)
x=2= f(2)= 22 +|n3:g+|n3:>8insolucién
X -4=0= x> =4= x=+J/4= 2°-4 3 3
_ -2 .In(-1) . g
x=-2= f(-2)=—=+-"~ = Sinsolucién
X+1>0=x>-1
Dom(f)=0Ox00/x>-1-{2}
Asintotavertical = x =2
Asintotahorizontal
+ + . —
lim f (x) = lim[ -~ LSS - z Flim ML) 0 oy =
X ol X2 =4 x+1 ) x-ex’—4 x-= x+l o oo
1
=lim = +1im XL =jim 4 im L =141 -0r0=0=

X=@ 22X x=e ] xoe 22X xeoX+] 00 00
Existeasintotahorizontal y =0 cuandox — oo

Asintotaoblicua

x  In(x+1)
m=tim 1 2| =4 x+1 | pimMOHY) e 1 ()
oo X oxewl X X o x(x2-4) e x(x+1) e x2-4 xe x(x+1)
1
LT gt BRI 2 Y S S Y SN
© oo x-e x (x+1) oo x+1+x  x-o(2x+1)(x+1) oo
No existeasintotaoblicuacuandox — oo

b)

[Qx+1)—ln (X+1) =4 1-In (X+1)

1
f'(X): X2 —4—2XD(+ X+1

()(2_4)2 (X+1)2 :(X2—4)2+ (X+1)2
f(O): 20 +|n(0+1)=£+ln—l:0+9:0
0c-4 0+1 -4 1 1 _0_3( _0) e
f'(o): —02—4+l—|n(O+l):—_4+1—In1:_£+1;o:_1+1:§:>y _ZX = 4y =3x=
(02 _ 4)2 (O + 1)2 16 2 a2 1 2 2
3X—4y:O



Continuacion del Ejercicio 1 de la opcion A

c)
I[ X In x+1} ‘IX_ d+I|n x+l _Ildt+.[udu——El]nt+;ﬁhz

X4 x+l x+1
X’ —4=t = 2xdx=dt= xdx=3 In (x+1)= PRI
2 x+1
X In X+1 1
|2 e e 2ig e -G

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 3 puntos.
a) (2 puntos) Discutir, segun los valores de m, el sistema de ecuaciones siguiente:
4x+3y+(m—1)z =0
X-2y+mz=1
5x+my+z=1

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior para el casom =1.

a)
4 3 m-1 10 11 m-1-4

A=l1 -2 m|=j1 -2 m :(—1)#1m11 —1—3rrH 11 3m+il

+10 1-5m m+10 5m-
5 m 1 0 m+10 1-5m

|Al =55m-11- (3m+1) (m+10) = 55m~11- (3m? + 30m+ m+10) = -3m? + 24m - 21= (- 3)(fm* ~8m+7)

Si|A=0= (-3)fm* ~-8m+7)=0=m’ -8m+7=0= A= (8)2—4ELD7:3620:>m:812\él%:>
m= ﬁ:l
836 = OmO0 -{1,7} = |4 # 0= rang (A) = 3= Numerodeincognitas=
m= =7
2
SistemaCompatibleDeterminado
Sim=7

4 3 60 0 11 -22-4 0 187 -374-68 0 187 -374-68

1 -2 71|=|1 -2 7|1 |=s|1 -2 7 1 (=1 -2 7 1 =

5 7 1)1 0 17 -34-4 0 187 -374-44 0O O 0 |24

rang (A) = 2 # rang (A) = 3= Sistemancompatibie

Sim=1

4 3 00 4 3 00 4 3 00

1 -2 11(=|1 -2 11|=|1 -2 1]1|=rang(A)=rang(A/B)=2< Nimerodeincégnitas=>
5 1 1j1 4 3 00 0O O 0|0

SistemaCompatibleln deter minado



Continuacion del Ejercicio 2 de la opcion A

b)
Sim=1= Sistemaompatiblelndeterminado
4 3 00

1 -2 11 :>4x+3y:O:>4x:—3y:>x:_Tsy:_Tsy+2y+z:1:>zzl—gy
0O 0 00

Solucion= (x, y, z)=(_73/1 p ,1—751,1Js(—3/1 41 ,1-5))

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos.
a) (1 punto) Dados los vectores U = (2 ,3, 4) ,V= (—1, -1, —1) yw= (—1, A ,5), encontrar los valores

- -

de A que hacen que el paralelepipedo P generado por U,V Y W tenga volumen 6.
b) (1 punto) Obtener la ecuacion de la recta incluida en el plano z = 0, con direccion perpendicular a

u= (2, —1,4) y que pasa por el punto (1,1, 0).

E—

a) El modulo del producto mixto de los tres vectores U,V Y W es el volumen del paralelepipedo cuyo valor
son 6 u®

2 3 4
UOW =61 -1 ~1=-10+3-41-4+21+155[-24+4=6= 21 +4=6= 21 = 2=
14 5

A=1

b) El vector director de la recta r es perpendicular al vector Uy al vector director del plano dado, por lo tanto
es el vector resultante de los dos vectores citados

. 0k x=1vu
{U; 2"114)3\7:\7”5&:2 -1 4=-i-2j=>v =(-1,-2,0)=(1,2,0)=r=ly=1+2u
v,=(0,0,2) 0 0 1 z=0



Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2 puntos.
Dados el plano 71 = X— 2y + 2Z+1= 0y la superficie esférica (X —1)2 + (y —1)2 + (Z - 2)2 =9, hallar los
planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano 71

Hallaremos una recta r que contenga el centro C de la esfera y cuyo vector director sea el del plano dado,
calculando los puntos P y Q de interseccién de esta con la esfera, que son puntos de los planos pedidos y
paralelos al dado

c(1,1,2) x=1+1
Siend r2=9:r:i@:>{ r=.3 3 :>v,:v”:(1,—2,2):>rs y=1-21=
r =-3= Sinsolucién z=2+2)
(+A-17+@-21-27 +(2+24 -2 =9= # +(-24) +(24)* -9=0=
Xx=1+1
A=1=Ply=1-201
2 2 2 2 2 2 z=2+20
R +AP2+41-9=0=91 -9=0=29 =9 =1 A=+/1> =
x=1+(-1)
A=-1=Q{y=1-20{-1)
z=2+20{-1)

Los planosparalelossondela forma x-2y+2z+D=0=
P(2,-1,4)=2-2[(-1)+2@+D=0=12+D=0=D=-12= 71, =x-2y+2z-12=0
Q(0,3,00=0-2@+2M+D=0=-6+D=0=D=6= 77, =x-2y+2z+6=0



OPCION B

Ejercicio 1 : Calificacion maxima: 3 puntos.

X=-4+4)
Dados el punto P(-4 , 6, 6), el origen de coordenadas O, y larecta r = y=8+31
z=-21

se pide:

a) (1 punto) Determinar un punto Q de la recta r, de modo que su proyeccién Q' sobre OP sea el punto
medio de este segmento.

b) (1 punto) Determinar la distanciade P ar.

¢) (1 punto) ¢ Existe algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén alineados? En caso
afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso negativo, justificar la no
existencia.

a) El vector formado por el punto genérico R de larecta r y el punto S medio entre O y P y el vector OP son
perpendiculares y su producto escalar es nulo.

st0+£—4)=_2
s  20+6_ OP=(-4,6,6)-(0,0,0)=(- 4,6,6)=(- 2,3,3)
Y, =———=3 =i
O2 SR=(-4+41,8+31,-2A)-(- 2,3,3)=(-2+41,5+31,-3-2/)
zs:j:B
2
OPOSR= OPBR=0= (- 2,3,3)[{-2+41 ,5+31,-3-21)=0=4-81+15+91 -9-61=0=
X=-4+402
10-501=0=51=10=>1=2= Q! y=8+32 = Q(4,14,-4)
z=-2[2

b) Hallaremos un plano 771 que conteniendo a P sea perpendicular a la recta r, siendo el vector director del
plano el de la recta que es perpendicular al vector PG, es G el punto genérico del plano, y el producto
escalar, de ambos, nulo y la ecuacion del plano buscado.

Se hallara, a continuacién, el punto S de interseccion de larecta r y el plano 72, siendo el médulo del vector
PS la distancia pedida.

{ v, =V, =(4,3,-2)
PG=(x,y,2)-(-4,6,6)=(x+4,y-6,2-6)
(4,3,-2)l{x+4,y-6,z-6)=0= 4x+16+3y-18-2z+12=0= /7= 4x+3y-2z+10=0
Interseccion= 4[(-4+4A)+3{8+30) - 2[{- 24)+10=0= -16+16/ + 24+ 91 + 41 +10=0=

X= —4+4G1§
29
18

18+291=0=201=18= A== S, y:8+3%—2 = Q(4.,14,-4)

z=—291£
29

:>I, D%:\Z[FG:O:




Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién B

c) Los vectores OP y OR, siendo R el punto genérico de la recta, son proporcionales o iguales

oP=(- 4,6,6)-(0,0,0)=(- 4,6,6)=(- 2,3,3) 2 _ 3 _ 3
OR=(-4+44,8+31,-21)-(0,0,0)=(-4+41 ,8+31,-21) ~-4+41 8+31 -2)
T2 3 A =-124120=-12+81=0=81 =125 1 = 2= 3 3 8
—34+4)| 3—2/1 252 28:>—¢——:> No existen
= 61=24+9)=24+151=0=151= 24— j=-2=_% 2 5

8+31 -24 15 5

Ejercicio 2 : Calificacion maxima: 3 puntos.
senx .

Dada la funcion: f (X) =7 X sl x<0 se pide:
xe“+1 si x=20

a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f.

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f y calcular f donde sea posible.
3

¢) (1 punto) Calcular I f (X) dx
1

a)

jim £ (x)= lim 38X =S8N0 _ 0 _ 1 ygencpyoppy = jjm 05X = co50=1
f (X) = x>0 x-0" X 0 0 x-0" 1 =
f(O) = Iing+ f (x): ””01 xe“+1=0@°+1=01+1=0+1=1

f(0)=lim f(x)=lim f(x)=1= Escontinuaenx =0

x-0" X-0"
b)
x[tosx—senx si x<0
f'(x)= NG =
e +xe* si x>0
. (y) = [y XLEOSX—senx _ O[¢osO-sen0 _ 0 cosx—x[senx—cosx _ .. —x[senx _
lim f'(x)=lim . . =—=lim = lim ———"=
X0 X0 X 0 0 x-0 2X X0 2X
— lim —senx:_sen0:0
x-0" 2 2
lim £ (x)= Iinolex(x+l):e°(0+1):1[ﬁo+1)=1El:1
x[EosSX — senx si x<0
””01 f'(x):O;t Iino1 f'(x):1:> Noesderivableenx=0= f'(x): NG

e +xe* si x>0



Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcién B

c)
i f(x) dx:j:(xeX +1)dx=‘|?:xeX dx+J%dx: [xex]f —J?:eX dx+[x]? = (3¢’ —1@31)—[ex]f +(3-1)

X=U=dx=du
e dx:dv:>v=_|'eX dx=¢e"

3
If(x)dx:Se3 —e—(e3 —e1)+2=2e3 +2=2(e3 +1)
1

Ejercicio 3 : Calificacion maxima: 2 puntos

0 01 300
Dadas las matrices: A=|{0 1 0|,B={0 3 O0/sepide:
1 00 0 0 3

a) (1 punto) Calcular A y A%,
b) (1 punto) Resolver la ecuacion matricial 6X = B — 3AX, donde X es una matriz cuadrada de
orden 3.

a)
00 1)(0 0 1) (1 00
A’=|0 1 0|0 1 0[=|0 1 0}:I3:A3:A2DA:I3DA:A:A“:AZDAZ:I3[I3:I3
100/1 00 (001
00 1 100
A =A= A=, A15:A:[0 1 0| A®=1,=/0 1 0
100 00 1

b)
6X +3AX =B = X (61, +3A)=B= X(6l, +3A) (6, +3A) " =B (6], +3A)" = XI, =B (6], +3A)* =
X =B (61, +3A)"
100 0 01 (6 0 0) (00 3 (6 03
6l,+3A=6000 1 0[+3(J0 1 0(=|0 6 0O|+/0 3 0|=|0 9 0|=
001 100 \006) (300 (306
6
61, +3A =|0
3

= 324-81= 243# 0= Existe(6l, +3A) " = (6, +3A) ' = —~ adj[Qﬁl . 3A4)‘]
|61, +3A

0
9
0

54 0 -27 54 0 -27

3
o:adj[Q6|3+3A4)t]: 0 27 0 :>(6I3+3A)'1:i3 0 27 0
6

-27 0 54 -27 0 54

(61, +3A) =

0
9
0
6
0
3



Continuacion del Ejercicio 3 de la Opcién B

b)Continuacdn

300 54 0 -27 1 00 54 0 -27 54 0 -27
X=03010270=i[3010 0270=iD30270
243 243 81

0 0 3 -27 0 54 0 0 1)\-27 0 54 =27 0 54
2 5 -1
54 0 -27 3 3
1 1
X==—0 0 27 0 |={0 = O
81 3
-27 0 54 1 0 2
3 3
Ejercicio 4 : Calificacion maxima: 2 puntos .
1 2 3 1 0O
Dadas las matrices: A=|{0 t 2| el =0 1 O|sepide:
3 -1t 0 01

a) (1'25 puntos) Hallar el rango de A en funcién de t.
b) (0’75 puntos) Calcular t para que det(A-tl) =0.

a)
1 2 1 2 3
A=t =0 t 2 :1#]}7 tfglztmt‘g)+14=t2—9t+l4:>Si|N=O:>t2—9t+14=O
3 -1t [0 -7 t-
9-5
A:(—9)2—4[1[14:81—56:2520:>t:gi*/2_5:> I—9‘2*5_j:>
2

0t00-{2,7}=|A#0=rang(A)=3

Sit=2

1 2 3 (1 2 3) (1 2 3) (123

0 2 2|=[0 2 2|=[/0 1 1|=[0 1 1|=rang(A)=2
3 -12)|0-7-7)10-1-1 (000

Sit=7

1 2 3 (1 2 3) (123

0 7 2|=(0 7 2 |=|0 7 2|=rang(A)=2

3 -17) 0 -7-2)000



Continuacion del Ejercicio 4 de la Opcién B

b)
1 2 3) (t 00 (1-t 2 3 1-t 2 1-t+6 O
A-tl=|0 t 2|-[0 t 0|=| 0 0 2|=|A-tl|=|0 0 2= 0 0 2
3 -11t) (00t 3 -10 3 -1 3 -10

|A—t||=—(—1)[~]7(;t Z‘=2[ﬂ7—t):>Como|A—tl| =0=2[{7-1)=0=7-t=0=>t=7



