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Curso 2021-2022 MATERIA: MATEMATICAS I

Al. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
X -2my+z=1
Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro real m: {mx + 2y -z =-1.
X-y+z=1
a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcion de los valores de m.
b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m = 1/2.

1 2m 1 1 -2m
|Al=lm 2 -I=m+1 2-2m 0 :1[~]m0+1 22;12_”2‘ =(2m-1)(m+1)=Si|A|=0=(2m-1)(m+1)=0=
1 -1 1 0 2m-1 0
m=-1 1
= n = 1= OmOR —{—1, E} = |A| #0=rang (A) =3 =Numerodeincognitas = Sistema Compatible Determinado
2
Sim=-1

1 2 1|1 1 2 11 1 2 11 1 2 11
-1 2 -1-1{=|0 4 00|=|0 1 0/0|=|0 1 0/0|=rang(A) =rang(A/B) =2 < Nimerodeincognitas =
1 -1 11 0 -3 0j0 0 -1 0|0 0 0 00

Sistema Compatible Indeterminado

Sim:1
2
P L) -1 1)1 (1 -1 112
% 2 -1-1|=l1 4 -2]-2|=|0 5 -3|-3|=rang(A) =rang(A/B) = 2 < Namerodeincognitas =
1 4 111 21 11) (0o 0 ofo
Sistema Compatible Indeterminado
b)

Sim= % = Sistema Compatible Indeter minado

1 -1 11
0 5 -3-3 :>5y—3z:—3:>—3z:—3—5y:>z:1+§y:>x+y+1+gy:1:>x+§y:0:>x:—§y:>
0 0 0|0

Solucion = (x,y , z) :(—g/l A ,1+§)Ij =(-54,34,1+54)



A2. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
X3 e six#0
0 six=0
a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 0.
b) (0.5 puntos) Estudie si f(x) presenta algun tipo de simetria par o impar.

Sea la funcion f(x):{

¢) (1 punto) Calcule la siguiente integral: LZL);)dx .
X

a)

8 FH

SO0t (o) = timf(x) = imf(x)=0=
f(0)=0 - h

X-0" x -0

lim f (x) = lim  (x) =0%-e™ =0@™ =001 =0
e

= Es continuaen x=0

@Y —x3e [ﬁ—z—fj =3 B 4 0.e™ g2 = g (3x2 + 2) sixz 0
=

f'(x)= X x3
0 six=0
limf'(x) = lim f'(x) =e* (30?+2)=2re" 2.2
X0 x-0° e” o =f'(0)=limf'(x)=Ilmf'(x)=0=
f'(o):o X -0 X -0
= Es derivableen x =0
b)
VAT C) N IS T
f(-x) ={( x) e xLeT six# 0:f(—x) = —f (x) = Simétrica respecto al origen de coordenadas
0 six=0
c)
= = -+
3 X X x2
IX B: dx=J‘e_3dx=J‘ethLt=1®‘=e +K
X X 2 2 2
—i2=t:>—i4xdx=dt:£3dx=dt:d—)3(:$
X X X X 2




A3. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.
Con un dispositivo laser situado en el punto P(1, 1, 1) se ha podido seguir la trayectoria de una particula que

) 2x-y=10
se desplaza sobre la recta de ecuaciones r = y .
x-z =-90
a) (0.5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicion de la particula cuando su trayectoria incide con el

plano z = 0.
b) (1.25 puntos) Calcule la posicion méas préoxima de la particula al dispositivo laser.
¢) (0.75 puntos) Determine el angulo entre el plano de ecuaciébn x +y =2 y larectar.

a) Hallaremos el punto de interseccion Q de la recta con el plano

X=A X =-90
y=-10+2x=2z=90+x=r={y =-10+2A=v, =(1,2,1) =>90+41=0=1=-90 = Q1y =-10+2{-90) =
z=90+/ z=90+(-90)

Q(-90, -190 ,0)
b) Hallaremos la minima distancia del punto P a la recta r, para ello calcularemos un plano 77perpendicular
a la recta, cuyo vector director es el de la recta que sera perpendicular al vector GP, siendo G el punto ge-

nerador del plano, y cuyo producto escalar es nulo y la ecuacidn pedida; el punto R interseccion del plano
hallado y la recta es el punto pedido

{ v, =v, = (1, 2,1) S _
__ =v,0GP =V, [GP=0=(1, 2,1){x-1,y-1,z-1)=0=
GP=(x,y,z)-(1,1,1)=(x-1,y-1,2z-1)
X=-1+2y-2+z-1=0=>m=x+2y+z2-4=0=>
X=A x=-1
r=qy=-10+2A=1+2(-10+21)+90+A-4=0=64+66=0= 61 =-66 > 1 =-1= Ry =-10+2[{-1) =
z=90+A z2=90+(-1)
R(-1, -12,89)
€)
v, =(1, 2,0) =y M) w29d o) pe2 3 3 43
{VT,=(1, 1,()):sen,l?—sen(vr,vl,)—\TrE.}/:—\/12+22+12 g/12+12+02_J€B/§_ 12—2\6-7:

Ne

=arcsen|— | = =—rlada =
: 5 |=60° ;T d = 66°66™66°

A4. Calificaciébn maxima: 2.5 puntos.

Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el ultimo trimestre de 2020, el porcentaje de mujeres que
pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion de las empresas que componen el Ibex-35 fue del
277 %.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) (0.75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.

b) (0.75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

¢) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribucidon normal, la probabilidad de que en un con-
greso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35% de representacion feme-
nina.

Segun el Instituto Nacional de Estadistica, durante el dltimo trimestre de 2020, el porcentaje de mujeres que
pertenecia al conjunto de Consejos de Administracion de las empresas que componen el Ibex-35 fue del
277 %.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

(a)

Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.

Recordamos que si realizamos n veces (10) un experimento en el que podemos obtener éxito, F (mujeres
gue pertenecen al Consejo de Administracién, con probabilidad p ( p(F) = 27'7%% = 0'277) y fracaso, F® (no
pertenecer), con probabilidad g (g=1-p =1- 0277 =0'723), diremos que la variable X, nUmero de muje-

3



res en el Consejo de Administracion, sigue una distribucién binomial de parametros n y p, y lo representa-
remos por B(n; p) =B(10; 0'277), es decir X sigue una binomial B(10; 0'277).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos , que es su funcion de probabilidad , viene dada por:

p(X = k) = (10 sobre k)-0'277 k.0'723010K = [1k0) -0'277%.0'723100),
** (n sobre k) = [Ej = (nN)/(k!.(n - k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k*“

Me piden p(X = 5) = [150) .0'2775-0'723© 00'0811878.

(b)

Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.
Que haya al menos un hombre es lo mismo que “Haya 9 mujeres 0 menos”.

Me piden p(X <9) = {suceso contrario} =1 —p(X>9)=1-p(X=10) =
=1- ng .0'27710.0'723© [10'999997.

(c)
Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que en un congreso de dos-
cientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35% de representacion femenina.

El 35% de 200 consejeros es 200-035 = 70, es decir me piden p(X = 70), con la variable X siguiendo una
binomial B(n; p) = B(200; 0'277) .

Como n-p =200:-0277 =55'4>5y n-q =200-0723 = 144'6 > 5, la variable X que sigue una binomial
B(n;p) = B(200; 0'277), se puede aproximar por lav ariable X ' que sigue una normal N( H, 0) =
= N(n-p,¥(npq)) = N(55'4, V(55'4:0'723) ) = N(55’4, 6'3288).

Como X es una distribucion discreta y X ‘ es una distribucion continua tenemos que aplicarle las correccio-
nes de Yates: p(X £ k) = p(X' £ x+0,5); p(X < x) = p(X' <x-0.5); p(X=x) = p(x-0,5< X' < x+0,5); p(a< X <b) =
p(a-0'5 < X’ < b+0'5) etc...

69'5 - 55'4
>_7Y YY 7

En nuestro caso p(X = 70) = p(X' =2 69'5) = {Tipificamos} = p(Z 2 —e3788 j: p(Z = 2'23) = {contrario} =

=1-p(Z<223)=1-09871=00129.



B1. Calificacion maxima: 2.5 puntos.

Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un premio de 9450 euros de forma directamente
proporcional a sus edades. La suma de las edades de Pablo y Alejandro excede en tres afos al doble de la
edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres primos juntos es de 45 afos. Sabiendo que en el reparto del
premio Pablo recibe 420 euros méas que Alicia, calcule las edades de los tres primos y el dinero que recibe
cada uno por el premio.

P es la edad de Pablo, A la de Alejandro y C la de Alicia

—9450 =210 €/ afio
45

P+A=2C+3 P+A-2C=3 P+A-2C=3 11 -2 11 -2
P+A+C=45 =, P+A+C=45 =< P+A+C=45=|A=1 1 1|=0 0 3
210P =210C +420  |210P -210C =420 P-C=2 10 -1 o -1 1
3 1-2 |-110
45 1 1| (47 1 0 -1
0 3 2 0 -1 |2 0 - Tz 4 (-1)(-1-47)
|Al=1 =3Z0=>P = = = = =16
-1 1 3 3 3 3
13 -2 |1 3 -2
145 1| [0 42 3 1[‘142 3‘
12 -1 o -1 1 -
A= = = 1 1:42+3:15
3 3 3 3
1 3/ 11 3
1 45 [0 0 42 0 42
(-2)
0 2| |10 2 1 2| -(-42) . ~
C= 3 = 3 = 3 == =14 = Solucion edades = (P, A,C) = (16,15, 14) afios
Dinero que reciben = (P, A,C) =(210016, 21015, 21014) = (3360, 3150, 2940) €

B2. Calificacion maxima: 2.5 puntos.
X
x>+ 1’
a) (0.5 puntos) Compruebe si f(x) verifica las hip6tesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [-1, 1].
b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(x) en R.
¢) (1 punto) Determine el &rea comprendida entre la gréafica de la funcién f(x) y el eje OX en el intervalo
[-1, 1].
a)
x2+1=0 = x? = -1=> X = +:/-1 = Sin solucién = Dom (f)=OxOR
Teorema de Bolzano
Si f(x) es continua en el intervalo [a , b], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo
[sign f(a) # sign f(b)], entonces existe, al menos, un punto C[] (a ,b) tal que f(c) =0
f (x) es continua en el intervalo [-1 , 1], y toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo

Sea la funcién f(x) =

()= =3
(_1) +1 [sign f(-1) # sign f(1)], entonces existe, al menos, un punto ¢ O (-1, 1) tal que f(c) =0
1 1
f(-1)= 2+1 2
X



Continuacioén Problema B2
a) Continuacion

—00 -1 1 (o]
(x2+1)2>0 (+) (+) (+)
X>-1 (-) (+) (+)
x<1 (+) (+) (-)
Solucion () (+) ()
Crecimiento Ox OR/-1<x<1 Decrecimiento Ox OR/(x <-1) 0 (x >1)

Valores minimos

y = lim f(x) = lim ZL = 2% - O WML, = Jim —— = = = 0 = Asintota horizontal cuando X — —co
X o x-m® X“+1 o > S
y = lim f(x) = lim 2X = - [ pEel PRI, = fim = L = 0 = Asintota horizontal cuando X — o
X - =00 x—0 ¥° 4+1 00 X0 DY 00
b)
i -1 1
Minimo absoluto en x =-1=f(-1)=——F—=-=
—) +1 2
Méaximo absoluto en x =1=f (1) :Zi -1
Ir+1 2
c)
Puntos de corte conOX = f(x)=0=>——=0=x=0
X~ +
_1 211
“to(0)=ff[-t]=—2 =2 —Zz—i:—3:>f(x)<0entre(—1,o)
1 1 5 10 5
- +1 *+1 -
2 4 4
1 11
—D(O,l)ﬁf(—J=L:L:l:%:§:f(x)>0entre(0,1)

1 2 2

az2 X ax =20 L [% <[] =n2-n1=n2-0=M2u
o X°+1 2 9t

dt {x:1:>t:2

x> +1l=t=2xdx =dt > xdx = — =
2 X=0=>t=1




B3. Calificaciobn maxima: 2.5 puntos.

X=1+A
Seanelplanom=x+y+z=1larectar, =<y=1-A ,A€Ryelpunto P(0, 1, 0).
z=-1

a) (0.5 puntos) Verifique que la recta r1 esta contenida en el plano 1ty que el punto P pertenece al mismo
plano.

b) (0.75 puntos) Halle una ecuacién de la recta contenida en el plano TTque pase por P y sea perpendicular
ari.

¢) (1.25 puntos) Calcule una ecuacién de la recta, r2, que pase por P y sea paralela a r1. Halle el area de un
cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r1 y ra.

a) Los vectores directores de la recta y el plano son perpendiculares y su producto escalar es nulo; el plano
contiene el punto indicado R en la ecuacidn de la recta, cumplidas estas dos condiciones le recta esta con-
tenida en el plano

a)

v, =(1,-1,0) _ __ .
t ( ):>vr v,=(1,-1,0)1,1,1)=1-1=0=v, Ov, ,

! ! = Larecta r, esta contenida en el plano
R(1,1,-1)=1+1-1=1=R0O7
P(0,1,0)=>0+1-0=1=P0Ox
b) La recta buscada r2 tendr4 como vector director el del plano

X=u
\Z::\Z:(l,l,l)zrga y=1+u
z=u

c) La recta r2 tiene como vector director el de la recta r1 ; hallaremos un plano [ que pase por el punto P y

gue sea perpendicular a la rectas, siendo su vector director el de ellas y un vector GP, siendo G el punto
genérico del plano que son perpendiculares y su producto escalar nulo y la ecuacion buscada, hallado el
punto de interseccion S de él con la recta rz, el lado es el médulo de PS que elevado al cuadrado nos da el
area

a)
X=0 —
— =v, =v_ =(1,-1,0
v, =v, =(1,-1,0)=r, = y:1—5:>R(1,1,—1):>{_ Ve =V =V, = ) =
2 =0 GP =(x,y,z)-(0,1,0)=(x,y-1,2)
V; OGR =V, [GR=0=(1,-1,0){x,y-1,z)=0= B=x-y +1=0==
e[
Xx=1+A
nsqy=1-A :>1+)\—1+/1+1:O:>2/l+1:0:>2A:—1:>A:—%:>S yzl—[—%j 28[%%,—1}
z=-1
z=-1




B4. Calificaciobn maxima: 2.5 puntos.

De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al azar. Si el sombrero es blanco, se toma,
al azar, un pafiuelo de un cajon que contiene 2 blancos, 2 negros y 5 con cuadros blancos y negros. Si el
sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de otro cajon que contiene 2 pafiuelos blancos, 4 negros y
4 con cuadros blancos y negros. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.
b) (0.5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo)
aparezca el color negro.

¢) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido
de cuadros.

(@)

Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del sombrero.

Llamemos SB, SN, PB, BN y BC a los sucesos siguientes, “sombrero de color blanco", “sombrero de color
negro", "pafuelo de color blanco", “pafiuelo de color negro” y "pafiuelo con cuadros blancos y negros",
respectivamente.

Datos del problema: p(SB) = 6/9 = 2/3; p(SN) = 1/3; p(PB/SB) = 2/9; p(PN/SB) = 2/9, p(PC/SB) = 5/9,
p(PB/SN) = 2/10 = 0'2; p(PN/SN) = 4/10 = 0'4, p(PC/SN) = 4/10 = 0'4...

Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de &rbol (completamos las probabilidades sabiendo que la
suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).

209 PB
219 -~

213 SB 519
PC
113 " .
= 04 PN

Me piden p(el pafiuelo aparezca algun color que no sea el del  sombrero) = p(SB nPN) + p(SNnPB) =
= p(SB)-p(PN/SB) + p(SN)-p(PB/SN) = (2/3)(2/9) + (1/3)(0'2) = 29/135 [10'2148148....

(b)

Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero o pafiuelo) aparezca el
color negro.

Me piden p(al menos uno de los complementos (sombrero o pafiu elo) aparezca el color negro) =

= p(SB nPN) + p(SB nPC)+ p(SN)-1 = (2/3)(2/9) + (2/3)(5/9) + (1/3)(1) = 23/275 00'851851....

g:)alcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiuelo ha sido de cuadros.
Calculamos primero la probabilidad de que el pafiuelo sea a cuadros = p(PC)

Por el Teorema de la probabilidad Total

p(PC) = p(SB)-p(PC/SB) + p(SN)-p(PC/SN) = (2/3)(5/9) + (1/3)(0'4) = 68/135 [10'5037037 ...

Me piden p(el sombrero haya sido negro, sabiendo que el pafiu  elo ha sido de cuadros) = p(SN/PC)

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
P(SNNPC) _ p(SN)-p(PCISN) _ (1/3)-(0'4)
p(PC) p(PC) (68/135)

=9/34 02670588.

p(SN/PC) =
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