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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

1.-El ejercicio consta de tres bloques de probleyneada bloque tiene dos opciones.
Debe responderse necesariamente a los tres blogpegyiendo en cada uno de ellos
una sola de las opciones (A o B).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamientg@mddlema o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaiadas.

3.- Todas las preguntas se puntdan igual.

BLOQUE 1
[ 2
1-A) Sea la funcionf (x) = )>:_+2x. Se pide:

a ) Dominio y cortes con los ejes.
b ) Estudio de las asintotas horizontales, vedscgloblicuas.

c ) Hacer una gréafica representando los datos olo®m@ntes. Si es posible, completar
la definicion de f(x) en los puntos en que sea se@ para obtener una nueva funcion
gue sea continua en todo R o0 en todo R salvo urraifimito de puntos.

a)

Jx(x+1)
X—2
el numerador es redalxJR con —-1<x<0. Por otra parte la funcién no esta definida

parax =2 por anularse el denominador. Por todo lo antetidominio de f(x) es:

La funcion se puede expresar de la forffa) = , donde se observa que

D(f)= (-, -2)0(0, 2)0(2, ).

Los cortes con los ejes son:

x,=0 = 0(0,0
x,=-1 = A(-

N—

0

_I_\
N—"

Eje X=>y=f(x)=0 = x(x+1)=0 = {

Eje Y=x=0 :y:f(o):%:o = 0(0,0)
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b)
Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma grmo x tiende a valer mas o
menos infinito; son de la forma y = k.

141 y: =1
[im [im + lim «/ +0
y=k= f(x)= X x X 1 =11
X — +00 X o 40 X—=2 X - +00 _ 2
X Y, = -1

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador:x-2=0 = x=2

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcion racional tenga asintotasuas es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddet@iminador).

c)
La representacion de la funcidn es aproximadamarsiguiente:
Y |
|
I
|
|
|
N
1|
X |
|
! f
_ | — (X)
Y= L e
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1-B) Para cualquier nimero real a se considenglgeste funcion:

Si —co<Xx<0
si O<x<Jr

X2 + 2x

f (x) =< sen(ax)

(x—7)* +1 si m<x<o

a ) Determinar los valores de a para los cualgsefxcontinua en todo R. Estudiar la
derivabilidad de f(x) para cada uno de estos valore

b ) Determinar un valor de b para el cual la fungén (bx) tenga exactamente 40 mi-
nimos en el intervaldo, 7).

a)

Para que sea continua para x = 0 tiene que cwseplire los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igualat de la funcion en ese punto:

lim _dim o

.o f(x)—x B O(X +2x)=0= £(0)
= X=0= Continug OxOR

lim lim
o f(x)= - O[sen(ax)] =sen0=0

lim lim
X » T fx)= - ﬂ[sen(an)] = senar) x = ;1= Continua para a = 2k+1

=
lim lim 5
= - =1= Ok ON

1= T [ ny =121 ()

Una funcion es derivable en un punto si, y sglexsten la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese puatiegnas, son iguales.

2X+2 si —o<x<0
f'(x)=4{a-coslax) si O<x<rm
2(x-77) si TS x<o

:2:%4-1 o 4=2k+1;; 2k=5 ;;k:g:kDN

f'(O‘);t f'(O*), OkON = No es derivable para x=0




f'(n‘):2k+l-c;052k2+lﬂ, para KON = f‘(ﬂ‘):O N f'( _)

La funcidn es derivable para x=n

Teniendo en cuenta que:

271

- = f(x)=senx =1 minimo
0 t(x)= sen)\/

i Minimo

o =R
| 277 — f (X) = sen(2x) = 2 minima&

Minimo

De lo anterior debe deducirse que la funcion geretexactamente 40 minimos
es:

f (x) = sen(40x)
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BLOQUE 2

: : b) . . . :
2-A) Si la matrle:(Z1 dj tienerango 1y la matrlB:()z( V)\/J tiene rango 2, expli-

car que valores puede tener el rango de las siggiematrices:

a b 00 a b 00 a b 0O
C_chO_D_chO E_chO
0 0 x y|' X y 00 y x 0y O
0 0 z w z w 0O z 0 wOoO
a b 00
cd oo d 00 c 0O « «
|C|: —a-|0 X y_bo X yl|l=a d y—b . y:
0O 0 x vy zZ w zZ W
0O z w 0 z w
0O 0 z w
X X
= y‘.(a.d—b-c): y‘-0:0:>2£RangoC<4
zZ w zZ w
a b 00 c d o
c d 0O X Yy
|D|= =/x y 0|= = Rangode D =2
00
Y z w O 2 W
z w 0O
a b 00 4 0 Para d =0= Rangode E =2
cd 00O Xy
|E|:X 0 ol = |* 0 yj=-d 2 w| ™~
Y 0 w Para d #0= Rangode E=3
z 0 wo

*kkkkkkkkk



2-B) Averiguar, segun el valor de a, el nUmeroaieeas reales que tiene la ecuacion:

x> a a a
a x> a a
. |=0.
a a x* a
a a a x°

Sumando a la primera fila todas las demas resulta:

x*+3a x*+3a x*+3a x*+3a 1 1 1 1
a x? a a a x> a a
2 = O 1 (X2 +-3a) 2 = O
a a X a a a x° a
a a a x? a a a x
Restando la primera columna a todas las demasgued
1 0 0 0
a x*-a 0 0 x*+3a=0
(x> +3a) , =0;; (x*+3a) (x*-a) =0= =
a 0 X°—a 0 x> —-a=0
a o0 0 x*-a
X, =+/—3a
x*=-3a;; X=+/-3a =
X, = —/—3a
=
x, =+/a
xX?=a;; x=+Ja=
x, =—a

Tiene cuatro raices reales diferentes.
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BLOQUE 3

3-A) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivoegpuntos P(2, 1,3) y Q(1, 3,1) y
los otros dos sobre una recta r que pasa por & R(M, 7, -6). Se pide:

a ) Ecuacién de la recta r y del planajue contiene al cuadrado.

b ) Calcular los otros dos vértices de este cuadydd longitud de su diagonal.

a)
Los puntos P, Q y R determinan al planpque contiene a la recta r:

—_—

uU=PQ=Q-P=(131)-(213)=(-1 2 2)=u

v:ﬁ:\;: R—P:(—4) 7, —6)—(2, 1 3):(—6, 6, _9):7/>

Xx-2 y-1 z-3 Xx-2 y-1 z-3
Ap U V)| -1 2 -2l=0n| -1 2 -2)=0;
-6 6 -9 2 -2 3

_6(x—2)—2(2—3)+4(y—1)+4(2—3)+4(X_2)_3(y_1):O .

—2(x-2)+(y-1)+2(z-3)=0;; -2x+4+y-1+2z-6=0 = m=2x-y-2z+3=0

P

71

El punto medio M del segmento de extremos Py ® % 2, 2).

Cualquier vectonw , paralelo aviR, puede ser director de la recta r:

MR=R-M =(-4, 7, —6)—@, 2, 2){—131, 5, —8j = w=(-11 10, -16)

La recta r es la que tiene como vector director & pasa por P:



Xx=-4-114
rs<y=7+101
z=-6-16/

b)

La diagonal del cuadrado ds- ‘ ﬁj‘ =J(-1?+1° +(-2)?* =v9=3u=d

Para determinar los vértices A y B tenemos enteugue: AM = MP = g =

2
:\/@+4+1uj +(2-7-10A) +(2+6+164)° =

N w

9_(11 ’ ) 2 9 . (1 Y 2 2 .
Vi “=+110 | +(-5-101)" +(8+164)" ;; 212 E+)I +251+2A)" +64(1+21)" ;;

2
gzlz{ﬂj +25(1+2)° +64(1+24) ;; 9:(31+25+64j(1+2/1)2 ;
4 2 4 \ 4
%:121+130+256_(1+2/])2 ;;9:477_(1_'_2/])2 ;;1:53_(1+2/])2 y
1 52 13

—=14+4A+4P =0 AN +4A+==0;; A+ A+==0
53 53 53

52 1 V53 _ —93++33
—1+ [1-25 -1+ | = -1 YO0 A= —
~ 53 _ 53 _ 53 _ —53+4/53 106
A= = = > = =

2 2 106 J _ -53-4/53
2 106
Xx=-4-111
AI:M — Asly=7+100 =
106
z=-6-16/
=411, °53+V/53_ _, -53+453_150-11/53
106 106 106
_ -53+4/53 _ -530+10J53 212+10J53 _106+5/53
—=ly=7+10-—— Y22 =74 = = =
106 106 106 53
_ -53++/53 . 424-8J53 106-853
z=-6-16-—— "= 6+ =
106 53 53




159-11/53 106+5J53 106-853

-1

|

106 53 53
Xx=-4-111
Azziéélﬁg = B=ly=7+100 =
106
z=-6-16/
= a_11.-53-+53 __, 583+.53 _159+11/53
106 106 106
_ -53-453 _ -530-10J53 212-10/53 _106-5/53
= ly=7+10-—> Y2274 = =
106 106 106 53
_ ~53++/53 . 424+8/53 106+8/53
z=-6-16-—— 2" = 6+ =
106 53 53

g

159+11/53 106-5J53 106+ 853
106 ' 53 ' 53
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-ay=1 -2y-2z=0 .
i {X . . Probar que, para nin-

3-B) Se consideran las rectas y S=

y-z=1 X+y+2z=8
gun valor de a, r y s pueden ser paralelas y avarigl Unico valor de a para el cual se
cortan.

a ) Calcular el punto P interseccion de r y s@daacion del plana que las contiene.

b ) Determinar la ecuacion de la recta t que emtéeaida en el plana y es perpendi-
cular ar en el punto P. Escribir la ecuacion dasotios rectas p y g que sean perpendi
culares a r por el punto P.

El sistema de cuatro ecuaciones con tres inc@&gita forman las rectas tiene las
matrices de coeficientes y ampliada siguientes:

1 -a O 1 -a 0 1

0O 1 -1 O 1 -11
M = o M'=

1 -2 -1 1 -2 -1 0

1 1 1 1 1 1 8

Para que dos rectas sean paralelas es necesambrgmgo de M sea 2 y el de M’
sea tres:

Veamos el rango de M; tomando las tres ultimas fil

O 1 -1
RangoM =|1 -2 -1/=-1-1-2-1=-5#0= RangoM =3
1 1 1

Las rectas no puedenser paralelas DaldR, c.qd.

Para que las rectas se crucen es necesario gaegel de M’ sea 4 y el de M,

tres:
1 -a 0 1 1 -a 0 1
1 -a 1
L1001 -11 C, - C,+C, 0 0 -1 0
M| = = = =1 -3 -1|=
1 -2 -1 0 C, - C,+C, 1 -3 -1 -1 L 2 9
1 1 1 8 1 2 1 9

=-27+2+a+3+2+9a=-20+10a=0=a=2

Para que las rectas se corten tiene que ser a = 2.




a)
El punto P de interseccion de r y s puede obtenmesolviendo el sistema forma-
do por tres de las cuatro ecuaciones, por ejemplo:

x-2y=1 - [|1-z=8
y-z=1 =>y-z=1;,y=-6;, x-2y=1;;, x=-11

X=2y-2=8| - |z=—7

P(-11 -6 -7)

Las expresiones en ecuaciones paramétricas dectas r y s son las siguientes:

X =3+2/
Xx-2y=1 X=2y=1] . x=1+2+21=3+21=Xx
r = =>z2=A= = r=sEy=1+/
y-z=1 y=1+A
z=A
Xx=-2y-z=0 X=2y=A -X+2y=-A
S= y = 7= = y y :>3y:8_2A T
X+y+z=8 - xt+ty=8-4 X+y=8-4
X:1_6—}/]
3 3
yzg—gA,,x+y:8—A,,x:8—A——+— :lg—iﬁzx:: S= yzg—gA
3 3 3 3 3 3
z=A
Un punto de r es A(3, 1, 0) y un vector directeresu = (2, 1, 1).
Un punto de s es B(5, 2, 1) y un vector direcos@sv = (1, 2, -3).
El planon que contiene alas rectasry s es:
x-3 y-1 z
A U, V)E 2 1 1|=0;; -3(x-3)+4z+(y-1)-z-2(x-3)+6(y-1)=0
1 2 -3

-5(x-3)+7(y-1)+3z=0 ;; -5x+15+7y-7+3z=0 ;; m=5x-7y-3z-8=0

C)

Para determinar una recta t que esté contenigh@anon y que sea perpendi-



cular a r pasando por el punto P tendremos en @upre su vector directon , tiene
que ser perpendicular a los vectoresy n , siendou =(2, 1, 1) un vector director de

la recta r yn =(5 -7 -3) un vector normal al plana. Sabiendo que el producto
vectorial de dos vectores es un vector perpendieudanbos es:

i j K
w=uOv={2 1 1|=-3-14k+5j-5k+7i+6j=4i+11j-1% =(4, 11 -19)
5 -7 -3
X = —11+ 4/
t=y=-6+11U
z=-7-19]

La Unica condicion que nos piden que cumplandatas p y g es que sean per-
pendiculares a r y que pasen por P(-11, -6, -%)lgo@nto la tnica condicidon que deben

cumplir es que sus vectores directores sean pagubaiets au , que es un vector direc-
torder.

Los vectores directores pueden ser los siguientes:

—_—

v, =(L 0 k)=u-v,=(223:(10 k)=2+k=0;; k=-2= v, =(1, 0, -2)

p

v, =(0LK=>u-v,=(212-(01 k)=1+k=0;; k=-1=v, =(0,1 -1)

Las rectas p y g pedidas son:

Xx=-11+ A x=-11
p=.y=-6 5 gEy=-6+A4
z=-7-2/ z=-7-/
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