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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

1.-El ejercicio consta de tres bloques de probleyneada bloque tiene dos opciones.
Debe responderse necesariamente a los tres blogpegyiendo en cada uno de ellos
una sola de las opciones (A o B).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamientgmbbdlema o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaadas.

3.- Todas las preguntas se puntdan igual.

BLOQUE 1

1-A) Si f(x)=e™(x* + 6x+9), se pide:

a ) Dominio, cortes con los ejes y asintotas.

b ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. M#&s$ y minimos.

c ) A partir de los resultados anteriores, obte&h@nenor valor de ¢ para que se cumpla
e(x* +6x+9)<c para todo x > 2.

a)
El dominio de la f(x) es R, por ser producto ds fimciones que son continuas y
derivables en su dominio, que en ambas es R, Ibace que f(x) también lo sea.

D(f)= R
Los puntos de corte con el eje X son para losrgalde x que hacen f(x) = 0:
f(x)=e™(x* +6x+9)=0 = x? +6x+9=0, por sere™ 0, OxOR.

X2 +6x+9=0 ;; (x+3)°=0;; x=-3 = A-3 0)

Los puntos de corte con el eje Y son los valoeekduncion para x = O:
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f(0)=e°(0*+6-0+9)=1-9=0 = B(0, 9)

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a mas infinito
y a menos infinito.

lim lim lim + 6X +
y=k = f(x)= [e (x +6x+9)] X E‘;x 9:-2 Indet. =
_ lim + lim
= {L'Hopital} = 0% ndet = {L' Hopital} 2-2-05
X > +0 ¥ [ X > 40 8 o

= La recta y=0 (Eje X) es asintotade la funcién

Verticales: son los valores finitos de x que andlsienominador.
e*#0, OxOR = No tiene.

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga @simtoblicuas es necesario que el
grado del numerador sea una unidad mayor que @b gigl denominador.

En el caso que nos ocupa: no existen asintotasiabl

b)
f'(x)=—e™ (X2 +6x+9)+e™ (2x+6) =™ (- x2 —4x-3)=—e~ (x* + 4x+3)= f'(x)

f'(x)=0 = —e‘x(x2+4x+3)=0 5 X2 +4x+3=0,

_-42\16-12 _-4+4 _-4+2

2 2 2

X, =-3

=21 = {
X, =-1

f(x)=e™ (x2 +4x+3)—e‘X (2x+4)=e™ (x2 +2x—1)= f''(x)

f"(—3):e3l( ] (9-6-1)=2€*>0 = Minimo para x=-3

f(-3)=¢*|(-3)? +6-(-3)+9|=€*(9-18+9)=0 = Minimo: P(-3, 0)

f(-1)=e"|(-1)° 1)-1]=ell-2-1)=-2e<0 = Maximo para x=-1

f(-1)=e"|-1? +6-(-1)+9|=e(l-6+9)=4e = Maximo: Q-1 4e)




Por tratarse de una funcidn continua, tiene quenseesariamente:

Decreciené para (-, —3)0 (-1 +w) y Creciente para (-1, -3)

c)
Por tratarse de una funcidn decreciente para,Xoasta que sea f(2) < c:

R P C>2_SD%=338 = 238

e’2(22+6-2+9)<c ;; S .
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1-B) Se considera la funciof(x) =

sen(4x) - % ‘ , Se pide:

a ) Puntos de corte con los ejes. ¢ Cuales soraloeeg maximo y minimo que toma la
funcion f(x)?

b ) Estudio de la continuidad y derivabilidad de &n el intervaldo, 7).

a ) Puntos de corte con los ejes. ¢ Cudles soraloeeg maximo y minimo que toma la
funcion f(x)?

Cortes con el eje X: f(x) = 0:

f(x)=0 =

sen(4x)—%|:o ’ sen(4x)—%=0 ’ sen(4x)=% = 4x=2kmr+90P+60 ;;

4x=2kn+’—2717—37 G ox=KT LT x=2—72(12k+312), OkOZ

Los puntos de corte son:

o= g o) 5 o = e o) o o9 5
1 {E[%r o) s -1 0}} ..........

El corte con el eje Y se produce paralx £(0)=

seno—%‘=‘—1‘=1 = P(O, 1]

La funcion tendra un maximo cuando la expresiém(4x) tenga el mayor valor
posible de signo negativo, o sea, cuaselg(4x)=-1:

3n kn
e S

4x = 270°+k -360":3777+2k77 X >

" x=§(3+4k), OkOz

Los puntos maximos son los que tienen las sigesesibscisas:

k=0 = x:3—77 o k=1 = X:E cok=-1 = x:_ﬁ ..........
8 8 8




Los puntos minimos, dado el caracter de funciouader absoluto, son los valo-
res de ordenada cero, 0 sea, los puntos de ceelera@ados anteriormente.

b)
La funcion es continua en R por ser la diferedei@os funciones continuas en R.

Para estudiar la derivabilidad de la funcién eitdrvalo (0, 7) tendremos en
cuenta que la funciéri(x) =

sen(4x)—§‘ es periodica cuya periodicidad se obtiene con-

siderando que el periodo der x es2n, por consiguiente el periodo de la funcién que

estamos estudiando 655 4x=27 :: T - x="2.

Teniendo en cuenta lo anterior, la funcién puedeefinirse de la forma siguiente:

1 . 7 ki 5m kit
sen(4x)-= si —+ <
2 24 2 24 2
f(x)=

Y

\

-
N\
>
\
D>
Y

/N
/

87/ -7
24 24 24 24 O

577 1 137
24

2 un 3 o257

24 24 X
De la observacion de la figura se deduce la nvatglidad de la funcion en los

puntos de corte con el eje X, se forman “picos’gle evidencia la desigualdad de la
derivada por los lados de cada uno de los puntosid®Erados.

Para justificar la no derivabilidad vamos a coesad el punto de abscise= - ,

—sen(4x)+% si x<t
que se produce para k = 0; é&)=

(por lo expuesto anterior-

sen(4x)—% si x>2-

24
mente no consideramos necesario demostrar la oaddohen este punto).



—4cos(4x) si x <
24

4cos(4x) si x= L
24

= ] =

no es derivable para x=§1 (como esperabams)
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BLOQUE 2

a 0O b O
: b+1 00 :
2-A) Si A= 4 , Se pide:
0 b+l 0 a
0 0O ab

a ) Probar que para cualquier valor de a 'y b, raxgp.

b ) Determinar un par de valores reales de a y# lpa cuales sea rango A = 3 y otro
par de valores de a y b de forma que rango A = 4.

a)
Debemos estudiar los casos en que a = 0, b =8 yibConsiderando los meno-
res M y M, correspondientes a las zonas sombreadas de Ia:matr

b+l a
0 b+1

=(b+1) =M, ;

M‘

Independientemente del valor de a, sib = Oves0 y sib =-1 esm, 20, lo
cual demuestra que

Oa, bOR = Rango A>2

b)
Desarrollando el determinante de A, por ejemptw,lps menores adjuntos de la
primera columna:

a 00 0 b O
|Al=a-|b+1 0 a|-(b+1)-|b+1 0 al=a’-
0O ab 0O ab

0

a 2
a +(b+1)

=-a’ +(b+2)?* - b* =| Al

Para que Rango A = 3 tiene que ser:
—a*+(b+2)?-b>=0 ;; a*=(b+2)*-b*> ;; a®=(b+1-b

Basta con dar valores a b y obtener los correspotas valores de a, por ejem-



plo:

b=0 = a=0 :: b=1= a=+J2 :: b=2 = a=+J6 :: b=-2 = a=+J2 ----.-.

Para que Rango A =4 esa* +(b+1)° -b>20 ;; a*#(b+1)° -b?, que se cumple
para infinitos valores, por ejemplo:

b=0 = a=1;; b=1= a=3 ;; b=2 = a=5 ;; b=-2 = a=3 ------
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7 a -6

2-B) a) Sea la matria=| 3 a -3|. Averiguar se existe algun valor real de a de for-
3a 2 -5

ma queA* -3A=-2I, siendo | la matriz identidad.

b ) Sea A cualquier matriz cuadrada tal qafe-3A=-21. Probar que A tiene inversa
utilizando la ecuacién dada para expresaeA funcion de A.

a)
7 a -6 7 a -6 49+3a-18a 7a+a’-12 -42-3a+30
A°=A-A=[3 a -3|-|3 a -3|=|21+3a-9a 3a+a’-6 -18-3a+15|=
3a 2 -5) (3a 2 -5 2la+6-15a 3a®+2a-10 -18a-6+25

49-15a a’*+7a-12 -22-3a
=| 21-6a a®+3a-6 -3-3a [=A’
6+6a 3a’+2a-10 19-18

7 a -6 -21 -3a 18
-3A=-3-| 3 a -3|=| -9 -3a 9 |=-3A
3a 2 -5 -9 -6 15

49-15a a’*+7a-12 -22-3a -21 -3a 18) (-2 0 O
A*-3A=-2] = | 21-6a a*+3a-6 -3-3a |+ -9 -3a 9|={0 -2 0 |;;

6+6a 3a’+2a-10 19-18a -9a -6 15 O 0 -2
28-15a a’+4a-12 -4-3a -2 0 O 7 2 -6
12-6a a’-6 6-3a |=| 0 -2 0|= a=2= A=|3 2 -3
6-3a 3a’+2a-16 34-18 O 0 -2 6 2 -5

b)
Sabiendo que para cualquier matriz A se cumple Afue3A=-2I, se puede ha-
cer lo siguiente:

A (A-3t)=—z o ATAZS)_ALE-A) T 3-A
-2 2 A 2
3 00 -7 —-a 6 -4 -a 6 1—4—a6
3-A=|0 3 0|+| -3 -a 3|=| -3 3-a 3|= A'=>.| -3 3-a 3

0 0 3 -3a -2 5 -3a -2 8 2—3a—28
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BLOQUE 3

Xx-y=0

3-A) Se considera la recta= {y =

3 y el planon=2x+y-z+1=0, se pide:

a ) Determinar el punto P de interseccion de rzpn el punto Q en que la recta r corta
al eje OZ.

b ) Determinar el punto R que es simétrico de Qrespecto de: y la ecuacion de la
recta r’ simétrica de r respecto del plano

c ) Calcular el area del triangulo de vértices B,

a)
El punto P de interseccién de r coares la solucion del sistema que forman:
x-y=0 X-y=0] - y=Xx
r= y y y X—z=-3 X—-2z=-3| —-x+z=3
y-z=-3 y-z=-3 = =
2Xx+x-z=-1 3x-z=-1] 3x-z=-1

T=2X+y—-z+1=0| 2x+y-z=-1

= 2x=2;; x=y=1;;, 3x-z=-1;;, 3+1=z ;; z=4 = P@,l4)

El punto Q interseccion de r con OZ se obtieneet®lo en cuanta que el eje OZ

x-y=0
r
x=0 y-z=-3
; = z=3 = Q0,0 3).
y=0 Xx=0 _—
0z

tiene por ecuaciémz s{

b)
Un vector normal al plana=2x+y-z+1=0es: n =(2, 1, -1)

Q(0,0, 3) La recta t es la que pasa por el punto
Q(0, 0, 3) y es perpendicular al plane, por lo
tanto su vector director pude ser el normal del
M X=2A
plano, y entonces su ecuaciontesy=A
z=3-1

R(x. Y. 2) El punto M, interseccién del plano con
la recta t, tiene que satisfacer las ecuaciones d
ambos, por lo tanto:

—+



t

X=2A
y=A
7=3- ) =2-2A+A-(3-A)+1=0;; 44+ A-3+A1+1=0;; 64=2;; A=

mT=E2x+y-z+1=0
X=2A===Xx :; y:/]:l . Z:3-E: =7 = M(g’ E’ §J
3 3 3 33 3
Para que M sea el punto simétrico de Q espacto az, tiene que cumplirse que:

QW:W{ > M-Q=R-M ;; (g } 8) (O 0, 3) (x, Y, z)—(g, E §j;;

33 3 3 3
Z_Ol }_O) §_3 = X__l y__; Z_§ ) g| 1|_1 = X_Zl _}) Z_§ =
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
2 2 4
—=X-= 4 X=—
3 3 3
N EEE 427
M RE 33 3
1 8 7
-Z=z-- L z=—
3 3 3

La recta r’ simétrica de r con respecta &s la que pasa por los puntos P(1, 1, 4)
y R(A' 2 7) Su vector director es cualquier vectorque sea linealmente dependien-

te del vectorPR:

4 2 7 4 2 7 1 1 5
PR=R-P= 4 =-1 —-4|=|=, -=, -= = -5
(333»}(“’)(3]’3]’3)(333): (L -1 -5)
Xx=1+A
La recta pedida ' dada por unas ecuaciones pataages'=<y=1-4
z=4-5]

c)
Los vectores de origen P que determinan el triénspn:

T BO—0_p- _ (-1 -1 -1) - v=pr=[L -1 _3
u=PQ=Q-P=(0,03-(1 1 4)=(-1 -1, -1) ;; v=PR [3, 3 3)

El area del triangulo es la mitad del area dehlpygramo que determinan los
vectores que lo definen, o sea, la mitad del médalgroducto vectorial de los vecto-
res mencionados:



[ ] k ]k
Seon== -1 -1 -1f=%.1 11 :l-|5i—j+k+k—i—5j|:1-|4i—6j+2k|:
PR 2 6 6 6
1 -1 -5 -115
3 3 3

=\;13 |2 -3j +k|=§ 22 +(-3)2 +12 =% -«/4+9+1=% V140125 u? = S,
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: +2z=3 :
3-B) Se considera la rectae {X +4Z c y el planon=3x-y+2z=1, se pide:
y+taz=

a ) Comprobar que r @ son paralelos.
b ) Calcular la distancia entre r7y.

c ) Determinar, explicando el procedimiento utifiea dos rectas distintas que estén
contenidasen n y sean paralelas ar.

a)
X+2z=3
Para que la recta= tdpoE y el planon=3x-y+2z=1 sean paralelos es ne-
y+az=

cesario que el sistema que forman sea incompagibldecir: que no tengan ningin pun-
to en comun.

X+2z2=3
El sistema que forman es+ 4z=5
Xx-y+2z=1
1 0 2 1 0 2 3
Las matrices de coeficientes y ampliadado-({0 1 4|y M'=|0 1 4 5
3 -1 2 3 -1 21
1 0 2
Elrangode MesM |=|0 1 4|=2-6+4=0 = RangoM=2.
3 -1 2

Para determinar el rango de M’ consideramos, enegprlugar, el determinante
formado por las columnds,, C,, C,}:

1 0 3
RangoM' = |0 1 5|=1-9+5=-320 = RangoM’'=3.
3 -11

RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatilbe

La rectar y el plano 77 son paralelos como teniamosque demostrar

b)
La distancia entre la recta r y el planes equivalente a la distancia de cualquier
punto deraz. Un puntoderes P(1, 1, 1).



Sabiendo que la distancia del pumgx,, y,, z,) al plano genérico de ecuacién
| Ax, +By, +Cz, +D|
- Jr+BI+C
planon=3x-y+2z-1=0 y al punto P(1, 1, 1) es:

. Aplicando la férmula al

n=Ax+By+Cz+D=0 esd(P, m)

_[3-1-1-1+2-1-1] |3-1+2-1] 3 3.14

ol n)=alp, n)=1 e

0080u=d(r, )

c)
X+2z2=3 . Yy
La rectar = y+dz=5 expresada por unas ecuaciones paramétricas es:
Xx=3-24
z=A;; x=3-21;; y=5-41 = r={y=5-44.
z=A1

Un vector director de r puede ser, por ejempie;(2, 4, -1).

Todas las rectas que tengan por vector director=42, 4, -1) son paralelas ar;
para que estas rectas paralelas estén contenidashkasta con determinar dos puntos
de n=3x-y+2z=1, por ejemplo, A(1, 0, -2) y B(O, 1, 1).

x=1+2A Xx=2A

Las rectas pedidas pueden ser y =441 y r'sqy=1+4A7.
z=-2-A z=1-A
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