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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El ejercicio consta de tres bloques de problemeada bloque tiene dos opcio-
nes. Debe responderse necesariamente a los tsebloescogiendo en cada uno de
ellos una sola de las opciones (A o B). Debe exeneon claridad el planteamiento
del problema o el método utilizado para su resolucirodas las respuestas deben sel
razonadas.

BLOQUE 1
1-x .
1-A) Seaf(x)=1_|x| . Se pide:

a ) Dominio y cortes con los ejes.
b ) Asintotas.

c ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento yfigeade la funcion.

1-x

—— si x<0
La funcion f(x)= 1-x puede redefinirse de la formafx)={ 1*X
1-|x| 1-x _, .
——=1si x=0
1-x
a)
La funcién f(x) esta definida para cualquier vakeal de x, excepto para x = -1.
D(f)=R-{-1
f(x)=0 = 11__|§| =0 = xOD(f) = No corta al eje X.
f(0)=1 = Corta al eje Y en el punto A(0, 1).
b)
li li - . .
M ofg= 17X_ 1= Larectay = -1 es asintota horizontal en, @).
X - —00 X —» —oo 1+ X

A. Menguiano



Para x = -1 es(x)=« = Larecta x = -1 es asintota vertical.

Las tendencias de la asintota vertical son lagesites:

lim 1-x 2

La funcion f(x) no tiene asintotas oblicuas.

c)
e e
-2 .
=) @ 200 fix<o ox0(cw, ~1)0(-1 0).

0 si x=0

f(x) es decreciente enf; -1)U(-1, 0). En (0, %) es constante.

f(x)

><V

R<___" T

La representacion grafica, aproximada, es la indien la figura, donde se ha te-
nido en cuenta la continuidad de la funcién eruek@ dudoso de x = 0, como se prueba
a continuacion.



lim lim 1-x 1
_f()(): ——— ===

X -0 X-0 1+x 1

[im [im

X - 0" f(X)_x_>0+ 1=1(0)=1
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1-B) a ) Determinar los valores dey b para los cuales la funciéf(x) = alLx+bx* + x

tiene extremos relativos en los puntos x = 1 y . Averiguar si estos extremos son
MAaximos 0 Minimos.

b ) Con los valores obtenidos de/ b, calcular razonadamente el area del recimo i
tado por la funcion, el eje OX y las rectas x =Xz 2.

a)
Para que una funcion tenga un extremo relativorepunto es condicidon necesa-
ria que la derivada de la funcion se anule en estop

f()=0= ?+2b+1:O ca+2b=-1 ()

f'(x) =8 obx+1 =
X

(2)=0= %+4b+1:0 . a+80+2=0: a+8h=-2 (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuacifes(2):

a+2b=-1
a+8bh=-2

ol

} = -1-2b=-2-8b ;; 6b=-1;; b=-

2

a+2b=-1;; a—6:—1 » a—%:—l;; 3a-1=-3;;3a=-2;, a=-

win

La funcién resultaf (x) = —% Lx—%xz +X.

Para diferenciar los maximos y minimos se recuna@ segunda derivada: si es
negativa para los valores que anulan la primer&ras® de un maximo relativo y, si es
positiva, de un minimo relativo.

! ——i—l .. " :i—l:
Fk)= ax 3t (4 3 3

f"(1)=%(1%—1j :%>o = Minimo relativo para x = 1.

f"(2):E 2 q)=1(-1)=-1.0~ Maximo relativo para x = 2.
3 2 6

b)
Teniendo en cuenta que la funcicﬁ(x):—%Lx—%x2 +x es continua en su domi-

nio, que es (0,9) y que el punto minimo es P(1, 5/6), todas lagmmadas de la funcidon



correspondiente al intervalo de la superficie aual son positivas, por lo cual, el area

pedida es la siguiente:

2 2
S:.[f(x)-dx:.[ “2x-Lyax] dx.

1 L3 6
Lx:uadu=%-dx .

Sabiendo que la integral de Lx fisx - dx =
dx=dv - v=x

= Lx-x—jx-l-dx: xLx~ [dx=xLx~-x= x(Lx-1), la expresion anterior continda de la
y x{Lx=1)

forma siguiente:

3 27? 3 2 3 42
S= _EX(LX_]_)_X_+X_ . .2.(|_2_1)_2_+2_ -2 .1.(|_1_1)_1_+1_ =
3 18 2 |, 3 18 2 3 18 2
__ﬂ L2+ﬂ_ﬂ+2+z.O_E-{-i—i:—ﬂ.L2+E_ﬂ+2+i—£:_24L2+12_8+36+1_9:
3 3 9 3 3 18 2 3 3 18 2 18

:w DOBOUZ =S.
18
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BLOQUE 2

1 4
2-A) Se consideran las matricés=|2 5|y BZ(Z 2 :’j Comprobar que el deter-
3 6

minante de A - B siempre es 0 y que pueden elegaisees dey, b, c, d, e y f de for-
mas que el determinante de B - A sea distinto de 0.

1 4 a b c a+4d b+4e e+4f
A-B={2 5 (d o j: 2a+5d 2b+5e 2c+5f
3 6 3a+6d 3b+6e 3c+6f

at4d b+4e e+4f a b e| |4 4e 4f
|A-B|=|2a+5d 2b+5e 2c+5f|=|2a 2b 2c|+|5d 5e 5f|=0+0=0
3a+6d 3b+6e 3c+6f 3a 3 3c| |[6d 6e 6f

|A-B|=0, Oa b, ¢, d, e fOR, (como queriamos comprobar).

Se han tenido en cuenta para hacer lo anterigidgasentes propiedades de los
determinantes:

12.- Si los elementos de una linea de una matrif'eseomponen en dos sumandos, Su
determinante es igual a la suma de los dos detentds obtenidos al considerar por
separado cada sumando de esa linea, y el resds liedas iguales a las del determinan-

te inicial.

22.- Si una matriz tiene dos lineas paralelas poipuales, su determinante es nulo.

1 4
a b c a+2b+3c 4a+5b+6¢C a 4a 2b 5b 3c 6c
B:-A= 2 5|= = + + .
d e f 3 6 d+2e+3f 4d+5e+6f d 4d 2e b5e 3f 6f
a+2b+3c 4a+5b+6¢c a 4a| |2b 5b| |3c 6C
|B-A|= = + + =0+0+0=0.
d+2e+3f 4d+5e+6f d 4d| |[2e b5e| |3f ©6f

En contra de lo que nos dice el enunciado:

|B-A|=0, Oa, b, c, d, e fOR, (aunque queriamos comprobar lo contrario).
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X-y+3z=1
2-B) a ) Discutir el sistemax+ay+3z=7}, segun los valores de
2x+y+az=6
b ) Si para algun valor dees compatible indeterminado, resolverlo en ese. cas

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 -1 3 1 -1 31
M=3 a 3|y M=3 a 3 7|.
2 1 a 2 1 a6

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

1 -13
IM|=|3 a 3|=a’+9-6-6a-3+3a=a’-3a=aa-3)=0= a=0;; a,=3.
2 1 a

az0
Para {a 4 3} = RangoM =RangoM '=3=n° incog. = Compatibledeterminado

1 -131
Paraa=0 = M'=|3 0 3 7| = {F,+F,=F,} = Rangode M'=2.
2 1 06

Para a=0= RangoM = RangoM '=2<n° incog. = Compatibleindeterminado

1 -131 1 -11
Paraa=3 = M'=|3 3 3 7|= RangoM'={C,,C,,C,} = (3 3 7|=
2 1 36 2 1 6

=18+3-14-6-7+18=39-27=12#0 = RangoM'=3.

Para a=3= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilbe

b)
Xx-y+3z=1
Resolvemos para= 0 que el sistema 3x+3z=7; es compatible indeterminado.
2X+y=6

Despreciando una de las ecuaciones (primera)igidecx=1: y=6-24.



3X+3z=7 = 31+3z=7;;3z=7-31 ;; z=L-A.

w~N oy N

X
Solucion < y=6-24, OA0OR.
z=L1-4
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BLOQUE 3

X+2y-9=0

3-A) Se considera la rectas{
y+z=-3

y el punto P(2, 1, 2).

a ) Determinar la ecuacion del plano perpendiclapor P.

b ) Entre todas las rectas del espacio que pasaR pson ortogonales a r, determinar
una recta s que no corte ar.

c ) Hallar el punto de s que esta mas proximoradta r.

a)

Un vector director de la recta r es cualquieraspaelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales d@lasos que la determinan, que son los
siguientes:n, =(1,20) y n, =(0, 1 1).

=2i+k-j=2i-j+k = v =(2 -11).

<
I
o - -
N —
P o x

El haz de planof perpendiculares a r tiene una expresion generé d@ma
B=2x-y+z+D=0. De los infinitos planos del hdy el planor que contiene al punto
P(2, 1, 2) es el que satisface su ecuacion:

L=2x-y+z+D=0
P(2l2) = 2-2-1+2+D=0;;, 4+1+D=0;; D=-5.

m=2x-y+z-5=0

b)

Por ser el plana perpendicular a la recta r, todas las infinitaga® contenidas
enn son perpendiculares a la recta r, por lo cuah pacontrar una recta s que cumpla
la condicién, basta encontrar una recta contemdayegque no pase por P(2, 1, 2).

Los puntos da& son de la forma(x, y, 5-2x+y); para encontrar dos puntosre
basta con dar valores arbitrarios a x e y; por pien®, (0, 0, 5) y Q(0, 1, 6).

Los puntos Qy Q determinan el vectov, =QQ, =Q,-Q,=(0,1, 1).

La recta s dada por unas ecuaciones continuas%s% =%5.

Noétese que la recta s no contiene al punto P@®, domo se nos pedia.



c)
Una forma de hallar el punto de s mas proximesla siguiente.

El haz de planasperpendiculares a s tiene por expresion gemetal+z+D =0.

De los infinitos planos del haz el planod que contiene al punto P(2, 1, 2) es el
gue satisface su ecuacion:

a=y+z+D=0
=1+2+D=0;;3+D=0;; D=-83= d=y+z-3=0.
P(21 2)

El punto E de la recta s mas proximo a la rectla énterseccion del plardocon
la recta s:

0=y+z-3=0 y+z=3 y=3-2
X_y_ z-5;=>x=0 = , 5}:>3—z:z—5;;8=22;; z=4;, y=-1.
S=—==—=—— =7- [ A—
01 1 y=z-5/ 7

El punto de s mas proximo ar es E(O, -1, 4).
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4x+2y-2z=9 X+y-z=0
3-B) Dadas las rectas= y y s= y

X-y+2z=0 ax—-2y=-2
gue las rectas r y s sean paralelas y otro valargdega que r y s se crucen. Con el valor
dea para el cual r y s son paralelas, calcular:

, determinar un valor de para

a ) Ecuacién del planoque contiene ary s.

b ) El punto del plana que esta mas préximo al origen de coordenadas.

Se hace el estudio mediante el sistema de cuetl@c®nes con tres incognitas

gue determinan las dos rectas expresadas porsasi@res implicitas.
4x+2y-2=9
X-y+2z=0

El sistema que forman las rectas ry s'es

, cuyo estudio mediante el
X+y-z=0

ax—-2y=-2
teorema de Rouché-Frobenius se hace a continuacion.

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

4 2 -1 4 2 -1 9
J1 -1 2| |1 -1 2 0
101 -1/ |1 1 -1 0
a -2 0 a -2 0 -2

En funcion de los rangos de las matrices M y ll’pbsicion relativa de las dos
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.

Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes)> Las rectas se cortan en un punto.
Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes} Las rectas se cruzan.

6 2 3 9

6 3 9
C, - C,+C, 0 -1 0 0
RangoM' = = |M'|= =- 2 1 0]|=
C, — C,+2C, 2 1 1 0
a-2 -4 -2
a-2 -2 -4 -2
2 1 3

=3.| 2 1 0|=3:[4+24-32-a)-4|=3-(24-6+3a)= 3-(18+3a)=8-(6+a)=0=a=-6.
2-a 4 2



Para que las rectas r y s sean paralelas tiengeque Rango de M’ = 3 y el rango
de M = 2. Para que Rango M’ = 3 tiene quecser-6.

4 2 -1
1 -1 2 .

Paraa = -3 esM = L1 -1l Para determinar el rango de M tenemos er
-6 -2 0

cuenta que la dltima fila es igual a la suma dedatantes. Considerando el menor for-
mado por las tres primeras filas:

4 2 -1
1 -1 2|=4-1+4-1-8+2=0 = RangoM =2.
1 1 -1

Parao = -6 las rectas r y s son paralelas.

Paraa # -6 el Rango de M’ es 4 y el rango de M es 3.

Parao £ -6 las rectas r y s se cruzan.

a)
Para determinar un punto y un vector director Beaxpresamos por unas ecua-
ciones paramétricas:

4x+2y—-2=9 2y-z=9-44 2y—-z=9-44
r = = X=1 = = 32=9-64 ;
X-y+2z=0 —y+2z=-A —-2y+4z=-24
X=A
2=3-2);; y=2z+A=6-41+A=6-3 =y=r={y=6-31=A(0,6,3);; v, =(1, -3 -2).
z=3-24

Para determinar un punto de s la expresamos peragueciones parametricas:

+v—7z=0 +v—7=0
SE{X y—-2z - {X y—-¢z :ﬂ;;w;; Z:X+y:A+l_3A:

—-6Xx-2y=-2 3x+y=1
X=A
=1-2A=z = s={y=1-31 = P(0,11).

z=1-2/

Los puntos A y P determinan el vectar=PA=A-P=(0, 6, 3)-(0,1 1)=(0, 5, 2).

La expresion general dees la siguiente:



X y-1 z-1

n(P; W W)E 1 -3 -2|=03; —6x+5(z—1)+10x—2(y—1):O "
0 5 2
X y-1 z-1

n(P; v, , W)s 1 -3 -2|=0;; -6x+5(z-1)+10x-2(y-1)=0 ;;
0 5 2

4x-2(y-1)+5(z-1)=0 ;; 4x-2y+2+5z-5=0.

T=4x-2y+5z2-3=0

b)
Un vector normal de es n=(4, -2, 5).
La ecuacion de la recta t, perpendicular al planoque pasa por el origen de
X=4A
coordenadas tiene la siguiente expresiény =-24.
z=5/

El punto Q pedido es la interseccion de la regtaltplanor;

T=4x-2y+5z-3=0
x=4A
t=s{y=-24
z=51

= 4.-41-2-(-21)+5-54-3=0;; 164 +41+251-3=0 ;;

454-3=0;;154-1=0 ;; /1:i = Q(i, —3, ij.
15 15 15 15
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