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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas ¥Y3ninutos

1.-El ejercicio consta de tres bloques de probleyneada bloque tiene dos opciones.
Debe responderse necesariamente a los tres blogpegyiendo en cada uno de ellos
una sola de las opciones (A o B).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamientg@mddlema o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaiadas.

3.- Todas las preguntas se puntdan igual.

4.- No se permite el uso de calculadoras graficasogramables.

BLOQUE 1 (Algebra)

X+ay+2z=3
x—-y-az=1
3x—ay=5
2ay+3z=2
algun valor de a es compatible determinado, redoles este caso.

1-A) Discutir, segun los valores de a, el sistemngaisnte: . Si para

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 a 2 1 a 2 3
1 -1 -a 1 -1 -a 1l
M = s M=
3 —-a 0 3 -a 0 5
0O 2a 3 0O 2a 3 2
1 a 2 3 1 a 2 3
, 1 -1 -a 1 F, - F,-F 0 -1-a -a-2 -2
M= = -
3 -a 0 5 F, - F, -3F 0 -4a -6 -4
0 2a 3 2 0 2a 3 2
l1+a 2+a 2 l1+a 2+a 1

=| 4a 6 4|=4-| 2a 3 1/=0 = RangoM'<4 DaOR={F, =F,}
2a 3 2 2a 3 1
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Vamos a estudiar ahora el rango de M en funcidex de

1 a 2
M'={L, L, L}=1]1 -1 -a|=-2a-3a’+6-a°=-4a’-2a+6=0 ;;
3 —a 0

J & =1
sa? +a-3=0 :: a=—1EVIT24_—1£25 135

4 4 4 a2:—§
2
1 a 2
M'={L, L, L} =1|1 -1 -a|=-3+4a+2a*>-3a=0;; 2a>+a-3=0
0 2a 3
1 -1 -a
M'={L,, L, L} =3 -a 0|=-3a-6a®+9a=0;; 2a®*+a-3=0
0 2a 3
azl
Para 4 2 + = RangoM = RangoM '= 3 = n° incégnitas= Compatible Determinado
a S
3

Por ser el sistema compatible determinado parguwea otro valor de a, despre-
ciamos una ecuacion y resolvemos el sistema forrpaddas otras tres, por ejemplo,
para a = 0:

X+2z2=3 5 5
x-y=1 :>y:x—1:§—1:—:y 5 2223—x:3—§:ﬂ i Z=—
5 3 3 3 3 3

3X=5] | x=>2 = =

*kkkkkkkkk



-1 0 -1

2-A) a ) Comprobar que la matrixk=| -1 0 0 | cumple queA® =-A-1 y calcular
2 -1 1

la matriz inversa de A.

b ) Si A es cualquier matriz de n filas y n columnal queA® =-A-1 y se sabe que
det (A)=m, calcular el valor del determinante de A + | encion de m.

a)

-1 0 -1) (-1 0 -1 -1 1 O
A’=A-A=|-1 0 O||-1 0 Of=/1 0 1
2 -1 1 2 -1 1 1 -1 -1

-1 1 O -1 0 -1 0O 0 1
A°=A*-A={1 0 1(|-/-1 0 0O(={1 -1 0 |=A°
1 -1 -1 2 -1 1 -2 1 -2
= IGUALES
1 0 1 -1 0 O 0O 0 1
A’=-A-1=| 1 0 O(+/0 -1 O|=[1 -1 O |=A
-2 1 -1 O 0 -1 \-2 1 -2

Ahora vamos a calcular la matriz inversa de A:

-1 0 -1 -1 -1 2
|Al=|-1 0 0|=-1; A=0 0 -1
2 -1 1 -1 0 1
‘o —1‘ _‘o —1‘ ‘o o‘
O—112 :11 21 :i (31 oL
Adj (A7) =| - - =1 1 1
0o 1| |-11 -1 0 L 10
-1 2| |-1 2| |-1 -1
0 -1 0 -1 |0 O
0 -1 0

Al=|-1 -1 -1




b)
R =-n-1 =—(Ar1) | &) =|-(A+1)] 5 [ AF =|-(a+1)]

Para determinar el determinante de la opuestandematriz debemos tener en
cuenta que si se cambian de signo todos los elemdertuna fila 0 una columna de un
determinante, su valor cambia de signo. Tratandessa matriz m x m, seria:

[-A=(-1)" | Al
En el caso que nos ocupa (*), es:

|=(A+1)]=(=0)" | A+1[=|A] 5 [A+L = A =|A+1]|=(-1)" | A =(-1)" - 7

(1)

(As1)|= (-3
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BLOQUE 2 (Analisis)

2-A) Sea la funcionf (x) = ); _i. Se pide:
x —

a ) Dominio, cortes con los ejes y asintotas.

b ) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c ) A partir de los datos anteriores, represemnta#diagamente la funcién.

a)
Para estudiar el dominio de la funcion tendremmoswenta que los nimeros ne-

2

2 >0. Como quiera que el

. . . . X
gativos no tienen logaritmo, por lo tanto tiene gee

signo de la anterior expresion depende del numesadel denominador, estudiaremos
la situacion de forma gréfica, teniendo en cuentalgs raices del numerador séa y

—-+/2 y la del denominador e;s

o i e I

Numerador (x* - 2) =

Denominador: (2x-1) =

X* =2
=
2x-1

Los cortes con los ejes son:

Eje X=>y=1f(x)=0 = ); _izl ;o x2-2=2x-1;; x*-2x-1=0
[ — X_

x:21”24+4 2+2*/_ 2z 2*/_-1+\/_ = Al++2, 0):; Bl-+2, 0)

Eje Y=x=0 =y=f(0)=L2 = C(0, L2)

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma gxlo x tiende a valer infinito; son de
la formay = k.



x? =2

im x?-
j:[ X 2j:Loo:oo:>Notiene

lim lim
y=k= f(x)=
X — 0 X - ool 2x-1 X — 0 2x-1
Verticales: son los valores finitos x para loslesid(x) tiende a infinito:
1 . li X? -2
2x-1=0 ;; x==. La tendencia es: _ = +00
2 X - (3) 2x-1
X 2 = Hm X =2
= - 4 = —00
X > (— \/E) 2x-1
x=~2 = fim X" =2
= 4 = —00
X — (\/E) 2x -1

Oblicuas: Son de la forma=mx+n (m#0 ; m# ).

x? =2

) lim “ox-1

L
2 = Ind. = (L' Hopital) =

[im f(x

_ — X
rnl_X_>+oo X X - oo X 00
2x 2
lim L -2)-L(2x-1)_ lim 25 2x-1_0-0_,_

-

No tiene asintotas oblicuas.

b)
Para estudiar los intervalos de crecimiento yet@griento, derivamos
_AXP -2x—2xXP +4

_ 2x 2 _
x2-2 2x-1  (x*-2)2x-1)

);(_—ZIZ_ZL(XZ ~2)-L(2x-1) ;; f'(x)

f(x)=L

2x> - 2x+ 4 x> —XxX+2 ,
=1 =2. 5 =f (X)
(x2-2)2x-1) 7 (x? -2)2x-1)

El numerador es positivo para cualquier valor deak, por lo cual solamente es-
tudiamos el denominador que, curiosamente, puadgtisel estudio del dominio de la
funcidén, ya que los signos son exactamente los assta cual significa que:

La funcién es monétona creciente en su dominio




La representacion aproximada de la funcién eglaente:

Y’A ‘

.

N
—
™\

v
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2-B) Expresar el numero 60 como suma de tres nisv@eros positivos de forma que

el segundo sea triple del primero y su productons&&imo. Determinar el valor de di-
cho producto.

Sean los nameros: X, y, z, enteros y positivos.

P=x-y:-z = Maximo

X+y+z=60 .
y = 3x = Xx+3x+z=60 ;; z=60-4x Sustituyedo en el producto:

P=x-(3x) - (60-4x)=3x*- (60-4x)=180x* -12x* =P

x, =0
X, =10

P'=360x — 36x*> =36x(10- x)=0 = {

El valor de x = 0 carece de sentido logico. (ea painimo). La solucion légica es
para x = 10, cosa que vamos a justificar:

P"(0)=360>0 = Minimo
P'=360x-36x> ;; P"=360-72x =
P"(10) =360-720<0 = Méaximo

Los numerosson x=10, y=30, z=40

Su productoes P=10 -30 -40=1200
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BLOQUE 3 (Geometria)

+2y=2 =- .
XTey {X y , Se pide:

3-A) Dadas las rectas = r, =

) & {X:—ZZ Yy 1a y=z+1
a ) Determinar las coordenadas del punto P enguersan y la ecuacion del plamo
gue las contiene.

b ) Calcular la ecuacion de la recta s que pas&lpounto Q(2, 0, 1) y corta perpendi-
cularmente ayr

c ) Obtener las coordenadas del punto R, interSec® vy s, y el area del triangulo de
vértices P, Q, R.

a)
Las expresiones por unas ecuaciones parameétadas dectas; 1y r, son:

X = -2k
X+2y=2
—{ z = 2=k=>x=-2k;;2y=2-x=2+2K;; y=1+k = = y=1+KkK
X=-22

z=k
x=-1-k
b

=z=k = y=1+Kk;;x=-y=-1-k=x=r1,= y=1+KkK
y=z+1 — -

P

z=k

Sabiendo que se cortan, para hallar su punto rte £® obtiene igualando su pun-
to genérico:

x =-2k x=-1-k
y=1+kl={y=1+k } = -2k=-1-k;; k=1= P(-221)
z=k z=k

—

- U

(-219)

n

Dos vectores directores de las rectas son:

—

r,-v=(-111)

El planon pasa por un punto cualquiera de una de las rgagjemplo P, y
tiene como vectores a los de las rectas:

X+2 y-2 z-1
n@;ﬂ}?ﬁs -2 1 1 |=0:
-1 1 1

(x+2)-(y-2)-2(z-1)+(z-1)-(x+2)+2(y-2)=0 ;; (y-2)-(z-1)=0

y-2-z+1=0;;, m=y-z-1=0




b)

El planoa perpendicular a la rectatrene como vector normal al vector director
de larectau =(- 2,1, 1):

=-2x+y+z+D=0; por pasar por Q(2, 0, 1) tiene que satisfacexcsacion:

-4+0+1+D=0;; D=3 = a=2x-y-z-3=0

El punto R de corte de con r, es:

2(-2k)-(1+k)-k-3=0;; -4k-1-k-k-3=0;; 6k=-4 ;; 3k=-2;; k 2

==
3

X:—2k:—2.(—gj:ﬂ
3) 3

=R = y:1+k:1—gzl = F{ﬂ’}’—gj

3 3 33 3

Z:k:—g
3

La recta s pedida es la que pasa por los punyo@ R

@:Q—R:(z,o,l)_(ﬂ 1 _Zj:(z 1 5) _

3’3 3) |3 33

El vectorw es director de s por ser linealmente dependieﬂteecd:tor@.

x=2+2k
s:>{Q, W}: s=qy=-k

z=1+5k

4 1 2 . .
El puno 3’3 3 ya se calculo en el apartado anterior.

Los vectores que determinan el triangulo son:

or=(2.-1.%) y QP=P-Q=(-229-(201)-(- 420)-Cp

El area del triAngulo es la mitad del area dealpizgramo que determinan los
vectoresQR y QP. Conviene saber que el area del paralelogramgues que el mo-
dulo del producto vectorial de los vectores quedterminan, por lo tanto:



w
O wlo X

ik
==]2 -15
-2 1 0
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3-B) Se considera el plamo=—"x+2y+2z+1=0, la rectar =

punto A(1, 0, 2).
a ) Obtener la ecuacion del planpque pasa por el punto A, es paralelo a la regtasr

perpendicular al plana.
b ) Determinar, si es posible, un planp perpendicular az que pase por Ay que no

sea paralelo ar.

X-2 _ y-1_
2

— z-3yel
3 y

a)
El plano n, pedido tiene los siguientes vectores directoriesoenal al planorn,

u =(-1,21) y el vector director de ry = (3 2,1) y pasa por A(1, 0, 2):

x-1y z-2
HAR_U,V)E -1 2 1 [=0:;
3 2 1

2(x-1)+3y-2(z-2)-6(z-2)-2(x-1)+y=0;; 4y-8(z-2)=0 ;;

4y-8z+16=0;; m,=y—-2z+4=0

b)
El planon, pedido tiene los siguientes vectores directoresomnal al planorn,

u= (- 1,2,1) y cualquier vector que sea linealmente indepetelidal vector director
de la recta r, por ejemplow = (1,1,1) y también pasa por A(1, 0, 2):

x-1y z-2
mla U W)zl -1 2 1 |=0
1 1 1

20x-1)+y-(z-2)-2(z-2)-(x-1)+y=0;; (x-1)+2y-3(z-2)=0 ;;

X-1+2y-32+6=0;;, 7, =x+2y-3z2+5=0
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