PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE - 2005

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El ejercicio consta de tres bloques de problemeada bloque tiene dos opcio-
nes. Debe responderse necesariamente a los topsgeb|escogiendo, en cada caso, un:
sola de las opciones (A o B). Debe exponerse anded el planteamiento del proble-
ma o el método utilizado para su resolucion. Tddasespuestas deben ser razonadas
No se permite el uso de calculadoras graficasagrpmables.

BLOQUE 1
2ax’ - x+4 si x<1

1-A) a) Sea la funciérf(x):{ _ . Calcula un valor de para que f sea
ax+2 si x>1

continua en todo R.

b ) Para el valor de calculado, haz un esquema grafico de la funci@alfcula y sefa-
la en grafico los extremos de f y los puntos déecoon los ejes.

c ) Para el valor de calculado, calcula el area de la region delimitaaiaf en el primer
cuadrante.

d ) Para el valor de calculado, ¢se cumple que la regtaax+2 es tangente a la fun-
cion g(x)=2ax* —-x+4 en el punto x = 1? Justifica tu respuesta.

a)

La funcion f(x) es continua para todo R, except@ @ valor x = 1, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la funcién sea conpaua x = 1 tiene que cumplirse que
los limites por la izquierda y por la derecha dgaales, e iguales al valor de la funcion
en ese punto:

fim f(x)= “ml(Zaxz—x+4):f(l):2a—1+4:2a+3
Para x=1= . =

= 2a+3=za+2=a=-1

A. Menguiano



La funcidn f(x) es continua en toda la recta reabp = -1.

b)
-2x*=x+4 si x<1

, , Cuya representacion grafica se ex-
-X+2 six>1

La funcién resultaf (x):{

presa en el grafico siguiente.
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Considerando la funciég(x)=-2x*-x+4, y teniendo en cuenta que su dominio
es para x 1 sus puntos de corte con el eje de abscisas son:

e -1i¢3—3:{xm—169

g(x)=0 = -2x-x+4=0;; 2x* +x-4=0 ;; x = =
4 4 x, 0119

= x,0D(g) = A(- 189 0). Su punto de corte con el eje de ordenadas e (0,

El punto maximo de g(x) es el siguiente:

g'(x):—4x—1:0 ;o Ax=-1; x=-
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La punto E(-1, 3) se obtiene parag(-1) y el p té, 3} se obtiene por simetria

con respecto a la vertical del vértice V; del mismado se obtiene el punto D(1, 0) y su
simétricoe(—g, 1}.

Considerando la funciohx)=-x+2, y teniendo en cuenta que su dominio es pa:
ra X > 1 su punto de corte con el eje de abscs&¢2 0).

c)

3 X

| AN

De la observacion de la figura se deduce el aoedcalar, que es la siguiente:

p ; 2x° X RS ’
S:j(—2x2—x+4)-dx+j(—x+2)-dx= -5 -2 44x| +|-T+2x| =
3 2 2
0 1

0 1

2 —_ —
:(—Z—1+4j—0+ —2—+ 2-2 —(—1+2j:—2—1+4—ﬂ+4+1—2:6—§—1:M:
3 2 3 3 3 2 3 3 3 2 6



d)
La derivada de una funcién en un punto es el \a¢d#msu derivada en ese punto y,
teniendo en cuenta que el punto D(1, 1) pertendadumncion g(x) = -2x*> -x+4 consi-

derada anteriormente:
gI(X):—4X—1 = m= g'(]_):_4_1:__5.

Sabiendo que la pendiente de la recta es -1,@ésm® que:

Larectay = -x + 2 no es tangente en x = 1 dardaibn g(x) = -2Xx— x + 4.

A la misma conclusion se llega considerando lavdbilidad de la funcion dada

f(x)= —-2x° —X+4 si x<1,
-x+2  six>1

-1 six>1 -1si x>1

-4x-1si x<1 -5si x<1 ., :
f'(x)—{ XTESIX=L f'(1):{ >stxsl_) 3 funcién no es derivable en el
punto de abscisa x = 1, lo que justifica la resfaudada.
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1-B) a ) Considera una caja de carton de base rec-
tangular y sin tapa superior. La longitud de uno de
los lados del rectangulo de la base es siete \lace h
del otro. Calcula las dimensiones que ha de tefer
esta caja para que su volumen sea de 49ygpara J——— - —
que su fabricacion sea lo mas econdmica posible. | .7

b ) Si el metro cuadrado de cartén se vende a 2’5
euros, ¢cuanto cuesta cada caja?
a)
Para que la fabricacion de la caja sea |lo masoeaica posible es necesario que
su superficie sea minima.

S=7Xx-X+2-X-h+2-7x-h=7x*> +2xh+14xh=7x* +16xh.

Para expresar la superficie en funcion de unaisclagnita tenemos en cuenta
gue conocemos el volumen:

V=7x-Xx-h=7x* -h=49 :: x> -h=49 = h=
X

Sustituyendo el valor obtenido de h en la expred®S, resulta:

7

S=7x* +16x -—2:7x2+1—12.
X

X

Para que la superficie sea minima tiene que serscederivada:

'=14x—1—122= = 14x=1—122 : x3=1—12=@=8 o x=3/8=2cm.
X X 14 7 —

h=12=12=—:175cm

X 2

La caja debe tener una base de 2 x 14 cm y ladltidb cm.

Para justificar que se trata de un minimo teneguesdemostrar que la segunda
derivada es positiva para el valor de x = 2:

—2X=14+ 224

x* X3

S'=14-112- = $"(2)>0, cq.j.

b)
Para hallar el coste de una caja debemos expeesaperficie en metros cuadra-
dos, teniendo en cuenta que para pasar dacrhhay que dividir por 10.000.



s=(7-22 +1—;2j cn? = (28+56) cm? =86 cn? = 0'0086m?” .

Coste=S -25=00086-25=00215.

El coste de una caja es de 2'15 céntimos de euro.
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BLOQUE 2

2 2-t 1-t
2-A) a)Hallaelrangodelamatriz ={3 2 1 | en funcién del parametro t.
1t 1
2 1 0) (x 1
b)Elsistema3 2 1|:|y|=|1| es compatible indeterminado. Calcula sus solusione
11 1)\z) (0O

¢ ) Modifica algun dato en el sistema anterior @ent que resulte compatible determi-
nado. Justifica tu respuesta.

a)
2 2-t 1-t 1 t 1
i F, - F,-2F
M=l3 2 1 |={Rotando filas} = |2 2-t 1-t|= =
F3 — F3_3F1
1 t 1 3 2 1
1 t 1 1 t 1
=0 2-3% -1-t|=>{F, - F-F}=>M=/0 2-3 -1-t|.
0 2-x -2 0 0 -1+t
t#1l t=1
Para {t# 2} = RangoM =3 Para {t 3 2} = RangoM =2
3 el

Utilizando determinantes:

2 2-t 1-t
IM|=|3 2 1 |=4+3@-t)+(2-t)-21-t)-2a-32-t)=
1t 1

=4+ -A*+2-t-2+24-2-6+3}=-3*+5t-2=0;; }*-5t+2=0;; gz 2tV 24 ‘265_24:

_5#41_5+1
= = "=
6 6

K
I
|_\
~—t+

N
I
winN

Como se esperaba, llegamos al mismo resultado.

b)
2 1 0) (x 1 2x+y=1
El sistema 3 2 1|:|y|=|1| es equivalente al sistega+2y+z=1}.
11 1)\z 0 X+y+z=0



Despreciando una de las ecuaciones (segunda)egniacz =\:

2x+y=1 } 2x+y=1

}:>x=1+A;;y:—A—x:—A—l—A;;y:—l—ZL
X+y=-4 —_—

-X-y=A4

Xx=1+A
Solucién < y=-1-24, OA0OR
z=A1

c)
Las modificaciones tienen que ser alterando laimdé coeficientes para que su
determinante sea distinto de cero. Su rango, aso @ rango de la matriz ampliada,

seria tres y, segun el teorema de Rouché-Frobezligsstema es compatible determi-
nado, como se nos pide.

211 211

Ejemplo 1:/3 2 1|=|3 2 1|=4+3+1-2-2-3=8-7=1#0.
111 |1 11
2 10y [210

Ejemplo2:/3 0 1|=|3 0 1|=-2-3=-5%0.
011 |011
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2-B) a ) Considera las matrices- (:15 jj y B=()Z( gj ¢, Qué condiciones han de cum-

plir X, y, z para que las matrices Ay B conmuendecir, paraque A- B=B - A?

b ) Si B es una de las matrices que conmutan cqreA,qué condiciones es B inversi-
ble? Calcula la expresion de la inversa, &n funciéon de los parAmetros que necesites.

a)

-

b)

X+2z 'y X+3y 2x+4y 3X+4z=2 Z=-X
= = = X=-Z = .
3x+4z 3y y

AB_12 X y) (x+2z y+0) (x+2z vy
|3 4) |z 0) |\3x+4z 3y+0) (3x+4z 3y

B. A= X y) (1 2) (x+3y 2x+4y) (x+3y 2x+4y
\z 0) (83 4) | z+t0 2z+0) | z 27

X+2z=Xx+3y

= A-B=B- A=

3y=2z

z 2z y=2x+4y

2x=-3
3y=2z y

, X —2x 1 2
Las matricesB sondela forma B= =X- , OxOR
-x 0 1 O

B es inversible OxOR-{0}

Para hallar la inversa de B tenemos en cueniguiceste:

1 -1 -1
B_lz X _%X =| X - 1 _% :1. 1 _% .
-x 0 -1 0 x \-1 O

_2\1
Par hallar(_:L:L O3j se procede por el método de Gauss-Jordan.

1 -3
-1 0

1 oj (F, . F+2F) (1 o‘ 0 —1] (1 _%]—1 (o —1}
jr— - = jr— = = .
-3 73 oo 0 1{-3 -3 -1 0 —3 73

10

1
J:{FZ—J:Z+F1}:>(O

01

N
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BLOQUE 3

, . =0 +y+2=0
3-A) a) ¢ Cual es la posicion relativa de las sar;ta{x yr, {X yrz==%
y=2z 2x+y=0

b ) ¢ Es posible encontrar un plano que sea peipdada la rectayty que ademas con-
tenga a la recta? Justifica tu respuesta.

c ) Calcula la ecuacion general del plarmgue contenga a las rectay rr.

d ) Calcula la ecuacion paramétrica de una regt@npendicular al planm y tal que la
distancia (1, r3) sea igual que la distancia,(r;) e igual ay105 unidades.

a)
Vamos a realizar el estudio mediante el sistemeud&ro ecuaciones con tres in-
cognitas que determinan las dos rectas expresadasaciones implicitas.

x=0
y—-2z=0
X+y+z=0
2x+y=0
cual es compatible. Para saber si es compatibégrdeiado (x =y = z = 0) o compati-
ble indeterminado.

El sistema que forman las rectay rr, es , que es homogeéneo, por lo

10 0

La matriz de coeficientes anszcl) i _1 , CUYO rango es tres por lo siguiente:
21 0

10 0

0 1 -2/=1+2=3%0.

11 1

El sistema es compatible determinado v la solue®r =y =z = 0.

Las rectas;ry r, son secantes y se cortan en el origen de cooradgnad

b)
Para saber si es posible encontrar un plano qupespandicular a la rectay
gue ademas contenga a la regtaen primer lugar expresamos ambas rectas por ecu
x=0 xX=t
ciones paramétricag;={y=24 y r,={y=-2t.
z=A z=t



El plano pedid@, si existe, por ser perpendicular, diene la siguiente ecuacion
general:n=2y+z+D=0.

Si tiene que contener adebe contener a todos sus puntos, que tiene poe-ex
sién generab(t, - 2t, t).

L=2y+z+D=0
— 2.(-2t)+t+D=0;; -4t+t+D=0;; D=3t.
P{t, -2, t)
Como el valor de D depende del valor de t, el pfano puede contener a r
Esta parte del ejercicio podia haberse resueltandeforma mas simple: si el

planof contiene az contiene a dos de sus puntos, por ejemplo: Q@), WA(L, -2, 1),
para los cuales tendria que satisfacerse su eauacio

= 0+0+D=0;; D,=0

L=2y+z+D=0
0(0, 0, 0) }
nm=2y+z+D=0
iy

=D, #D,.
= 2-(-2)+1+D=0;; -4+1+D=0;; D, =3

No es posible encontrar un plano perpendiculalgae contenga a.r

c)
Los vectores directores de las rectas gon(0, 2 1) y v, =(1, -2, 1).
La expresion general del planaue contiene a ¥ r, es la siguiente:
X y z
n(o; v, —z)z 0 2 1|=0;; 2x+y-2z+2x=0.
1 -2 1
T=4x+y-2z2=0
d)

La recta g pedida (son posible cuatro rectas, que aunque padan, también las
vamos a determinar) es perpendicular al plaryosu interseccidén con este plano esta
situada en la bisectriz de las rectag .

Para determinar las dos bisectricesyl, tenemos en cuenta que sus vectores
directores son la suma y la diferencia de los vessde los vectores directores de las
rectas (un versor de un vector dado es el que sermaisma direccion y sentido y por

ma&dulo tiene la unidad).
o[ L -2 1
JyVZ [6' | 6)'

N

: — 2
Los versores de los vectores dlrectoreS\Qoﬂ[o, —,

5

ol
5



Los vectores directores de las bisectrices sotokex linealmente dependientes
de los siguientes:

evavi=(o 2 L)L 2 1) (5 2/6-2/5 J6+45
b (0 5 5j (I’JE’JEJ (m 30 a0 ]

»

b—zv—'—v—-:(oi LJ_[i -2 ij:(—\/é 2J6 +24/5 \/E—JEJ
*t 2 U Ysys) (Ve Ve'Ve) (V30" V30 T V30 )

Vectores directores de las bisectrices:
o, =[\5, 2{V6-5) V6+v5] y B, =[-5, 26 ++5) v6-+5).

Para ilustrar el proceso se hace el grafico qaesmpafa.

L L

Las ecuaciones de las bisectrices son, teniendoerta que pasan por el origen

X =+/5] X =—+/54
de coordenadas, las siguientes:{y=2(/6-v5} y b,=ly=2/6+E].
2=(/6+V5) 2=(/6-V5)

Los puntos destson de la forma|y/51, 26 -5 11, (V6 ++5)1).

Tiene que serd(P, r,)=d(P, r,)=+/105.



‘WDO—P

La distancia del origen de coordenadas a una restd(o, r)
\Y/

r

Aplicando la formula al punt@[\/_szl, 2(\/6—\/5)), (\/€+\/§)/|] y alas rectag y r2:

i j K
. 0 2 1
d(O,rl):—VlEOP‘:\/ﬁ;; V51 2(\/€|_2ﬁ)/ll<| [V6:+5) =105 :;
W_

i j K

Ao 2 1
V5 o6-v5) o+y5| o A|2lB Bl B -2sk-2o-B)| o
V5 B ) NG = ;

A |45 +/5] - 25K |
J5

A-21=,/5-21 = 1=45.

El punto R resulta ser|[V5-v5, 2(J6-+/5)-5, (V6 ++5)-+/5| 0 mejor, haciendo
operacionesp,5, 2(/30-5), +/30+5| o tambiénp,(5, 2/30-10, 430 +5).

=105 ;; A +|4i + j—2k|=+105;; A -V16+1+4 =105 ;;

Las rectassrtienen como vector director al vector normal dehpr hallado an-
teriormente:v, =(4,1, -2).

x=5+4/
La recta £ tiene la siguiente expresion paramétricas=-:y = 2(\/3_0—5)+)| :
2=~/30+5-24

El punto B es P, (- 5,10-24/30, -+/30-5), por simetria con respecto al origen.

X=-5+4/
La recta §., tiene la siguiente expresion paramétricas-y = 2(5—@)” :
z=-/30-5-21

Por un procedimiento similar se hallan los puntog P, y también las rectas.¢
Y 3.4
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3-B) Dados los puntos A(1, 2, 3), B(0, 2, 0) y GJ11):

a ) Prueba que no estan alineados y escribe lziéougeneral del plano determinado
por estos tres puntos.

b ) Determina las ecuaciones paramétricas de fa gee es la altura del triangulo ABC
correspondiente al vértice C.

c ) Calcula el area del triangulo ABC.

d ) Calcula un punto D en el plamoque has calculado en el apartado a ) tal que €
triangulo ABD cumpla las dos condiciones siguientes

- ABD es un triangulo rectangulo con el angécto en el vértice A.

- Area (ABD) = Area (ABC).

Los puntos A(1, 2, 3), B(0, 2, 0) y C(1, O, 1)atetinan los vectores:
u=AB=B-A=(020)-(1 2 3)=(-1 0, -3).
v=AC=C-A=(101-(1 2 3)=(0, -2 -2).

Los vectoresu =(-1,0, -3) y v =(0, -2 -2) son linealmente independientes por
Nno ser proporcionales sus componentes y, en cozrsaau

Los puntos A, B y C no estan alineados, como teosague probar.

El plano que determinan los puntos A, By C es:

X y-2 z
n(B; u, \7)5 -1 0 -3/=03; 22—6x—2(y—2)=0 5 Z—3X—y+2=0.
0o -2 -2

m=3x+y-z-2=0

b)
La recta r que pasa por A y B tiene como vectaatior a cualquiera que sea li-
nealmente independiente del vectot (-1, 0, -3); por ejemplo:v, =(1, 0, 3).

X=A
La expresion de r dada por unas ecuaciones pareasetsr =y=2 .
z=31
El haz de planoB paralelos y perpendiculares a la recta que pasA gaC tiene



por expresion generd =x+3z+D =0.

De los infinitos planos del hdg el planoa que contiene al punto C es el que sa-
tisface su ecuacion:

L=x+3z+D=0
c(1 02

}:> 1+3:1+D=0;;4+D=0;; D=4 = a=x+32—-4=0.

El punto P interseccion del planoy la recta r es la solucion del sistema de ecua
ciones que forman:

a=Ex+3z-4=0

X=A 2 2 6
> A+3:31-4=0::101=4;; A== = P| =, 2 —|.
rsqy=2 5 5 5
z=3/

La recta h pedida es la que pasa por los puntoB; &y vector director es:

V. =PC=C_p= (2 5,6)_(3 » 1) (3 —10 -
v, =PC=C-P=(10,1) [5,2, 5) (5, 2 5} v, =(3 -10 -1).

La expresion de la recta h dada por unas ecuaguamamétricas es:

x=1+31
h=Jy=-104
z=1-1

c)

El area del tridngulo es la mitad del area dealpfygramo que determinan los
vectoresu = AB y v = AC. Debe saberse que el area del paralelogramo akdgea el
md&dulo del producto vectorial de los vectores guadterminan, por lo tanto:

i ]k
S =5 (U0V)=Z |1 0 =3|=2 |2k=6i-2j|=]-a-+k|= [P+ +2° =
0 -2 -2
=/9+1+1=11.
SABCZ\/EUZ

También puede calcularse al area del triangulooclanmitad del producto de la
base por la altura:

Suc =2 AB-PC =2 [0-1) +(2-2F +(0-5F .J(1_§)2+(o_2)2+(1_gj2 _



d)
Un punto genérico del plamoes D(x, y, 3x+y-2).

Tienen que cumplirse las siguientes condicion&s: AD=0 y AB'ZAD =11.

'AD =D-A=(x, y, 3x+y-2)-(1, 2, 3)=(x-1, y-2 3x+y-5).
AB-AD=0= (-10 -3 -(x-1 y-2 3x+y-5)=-x+1-9x-3y+15=0 ;;

-10x-3y+16=0;;10x+3y=16. (1)

AB

RO . 5 0T By -2

10 |_(X—1)2 +(y—2) +(3x+ y—5)2J: 411

5. (x2 —2X+1+y? -4y +4+9x* +y? +25+6xy—30x—10y):22 .

5-(10x2 +2y? —32x—14y+6xy+30)= 22 ;; 25x* +5y* —80x —35y +15xy+ 75=11;;
25x% +5y? -80x - 35y +15xy+64=0. (2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones de seguado grmado por (1) y (2):

10x+3y =16 L y=16-3y
2 2 _ 10 =
25x° +5y° —80x—35y +15xy+64=0

16—-3y

2 —
= 250 c) +5y2—80-—16103y—35y+15-

16y-3y°  c1—( -
10 h

256-96y + 9y
4

_ov2
+5y? 128+ 24y—35y+w

+64=0 ;;

256-96y +9y? + 20y® —512- 44y +96y —18y® + 256= 0 ;; 11y’ - 44y =0 ;; y2 -4y =0 :;

yy-4)=0= y,=0;; y, =4.




16-0_8 24 14 8 14

=——=—,,=3%ty,"2=—-2=— = D/=|-,0 —|.
et asaey-2=22= 5 0=(2 0 Y

~16-12_4_2 5 zz=3x2+y2—2=§+4—2=§+2=1—6:> D,
10 10 5 5 5 5
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