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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

1.-El ejercicio consta de tres bloques de probleyneada bloque tiene dos opciones.
Debe responderse necesariamente a los tres blogpegyiendo en cada uno de ellos
una sola de las opciones (A o B).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamientgmbbdlema o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaadas.

3.- Todas las preguntas se puntdan igual.

4.- No se permite el uso de calculadoras graficasogramables.

BLOQUE 1

si x<0
x* +1
1-A) Se considera la funcioh: R - R definida porf(x)=Jax+b si 0<x<3.

5 s x>3

a ) Calcula los valores de a y b para que f seant@n

b ) Para esos valores de a y b, calcula la deridadadonde exista. Justifica los casos
en los que f no sea derivable.

c ) En el intervalo(- , 0) estudia la existencia de puntos de corte conj&ss si la

funcion crece o decrece, la existencia de puntasfxion y si tiene asintotas. Dibuja
la grafica de la funcion en todo R.
a)

La funcién dada es continua en todo R, excepta loarvalores de x =0y x = 3,
gue debemos comprobar, lo que nos va a permituleallos valores de a 'y b.

Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que brsamue los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e iguallalde la funcién en ese punto:
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Para que f(x) sea continua en x = 3 tiene que brsamue los limites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e iguahlar e la funcién en ese punto vy, te-
niendo en cuenta que b = 1, seria:

M (x)= ”ms(ax+1):3a+1:f(3)

X > 3 X — 4
= 3a+1:5;;a:§
[im lim N
L f(x)= 5=5
X -3 X -3

b)

5 si x<0
X“+1

Paraa:g y b=1, la funcién resulta sef (x) = gx+1 si 0<x<3.

5 si x>3

Para que una funcion sea derivable en un puntoreticion necesaria que la fun-
cion sea continua en ese punto (comprobada eraghdp anterior) y que las derivadas
por laizquierda y por la derecha sean iguales.

. f'07)=0
_(x22—+1)2 si x<0 f'EO*izﬂ — f'(O‘);tf'(o*)

f'(x) = g si0<x<3 = °
0 six>3 :g;i% = 1'(37)#(3)

f(x) es derivable en R-{0, 3}

gue esta acotada

En el intervalo(- e, 0) la funcién es de la forma(x) = —; L
X
superior e inferiormente, pudiendo ser cotas rés@acl y 0, que son los limites res-
pectivos de la funcion cuando- 0 y x - —o.



Lz >0, Oxd(-, 0), la funcién es monotona

(x* +1)
creciente en el intervalo y tiene como asintotébatal la recta 'y = 0.

Por ser su derivada'(x) = -

La representacion grafica de la funcion es laesquta en la siguiente figura.
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El Unico punto de corte con los ejes de la fumei® A(O, 1).

De la observacion de la figura se deduce que éntexlvalo (-, 0) no tiene
puntos de inflexion; en todo caso, si el intenvalera semiabierto(- «, 0], el posible

punto de inflexion estaria en el punto A(0, 1),00e0 lo es por no ser derivable la fun-
cion para x = 0, como se demuestra en el apartadaar.
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1-B) Se desea disefiar una tabla con forma de ima@&sceles, que sea de area maxi-
ma, que tenga una altura de 60 cm y que la longi@ligherimetro menos la longitud de
la base mida 280 cm. Determinar las longitude®dest los lados del trapecio.

2x+y=280 = y=280-2x

X .-fgfffffh = 6( 722 =x?-60% ;; z=+/x*-3600

T b=y+2z=280-2x+2yx*-3600=b

s b+y  _[280-2x+2Jx" 3600+ (280-2x)  _560-4x+2/x"~3600 . _
2 2 2
= (280~ 2x +/x? ~3600) -60=
2X X X
$=60.[-2+——X __|=60.| - —X__-2|=0 = —X__=2=0 ;
( 2x/x2—3600j (x/x2—3600 j Jx* ~3600

= X =2yx*-3600 ;; x* :4(x2 —3600):4x2 —14400 ;; 3x* =14400;; x* =4800 ;;

x =~/4800=,/3-16 - 100 = 40~/3 [ 6928 cm = x

y =280- 2-40+/3 =280-80+/3 014144 cm=y

7 =/x? —3600= /4800~ 3600 = /1200= 20+/3 0 3464 cm= z

b=y +2z=280-80+/3+40+/3 = 280-40./3 021072 cm=b
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BLOQUE 2

2-A) a ) Determina la ecuacion de un plana@ue pasa por el punto A(-1, -1, 1) y sien-
do v = (1, -2, 1) un vector normal al mismo.

b ) Determina unas ecuaciones paramétricas decta reque se obtiene al cortarse el
plano del apartado anterior con el plagfe z-1=0.

c ) Determina unas ecuaciones paramétricas decta seque pasa por B(1, 1, 2) y
c(t -1 2).

d ) Encontrar la posicion relativa de las rectas de los apartados anteriores.
e ) Hallar un punto D de la recta r que esté aisana distancia de los puntos By C.

a)
Por serv = (1, -2, 1) un vector normal al plana, su ecuacién es de la siguiente
forma:a=x-2y+2+D =0.

Para determinar el valor de D se tiene en cuargggsa por el punto A(-1, -1, 1)
por lo cual tiene que satisfacer su ecuacion:

a=x-2y+z+D=0
= -1+2+1+D=0;;, D=-2 = a=x-2y+z-2=0

A-1 -1 1)

b)
La ecuacidn de r dada por unas ecuaciones ingdietdr = {)2(:1215 z-2= 0.
Teniendo en cuenta que z = 1 y parametrizandol esx =1+24, de lo que se
x=1+2A
deduce las ecuaciones paramétricas de la rectapque={y = A
z=1

c)

Un vector director de s eg =BC=C-B=(1, -1 2)-(1 1 2)=(0, -2, 0) y
una ecuacion vectorial de s es, por ejempgla(x, y, z)=(1 1, 2)+A(0, -2, 0). De
agui se deduce la siguiente expresion de s poramaeiones paramétricas:

x=1
s=qy=1-24

z=1




d)
El estudio de la posicion relativa mediante vexgatirectores es como sigue.
Los vectores directores de las rectas sor=(2, 1, 0) y v. =(0, -2, 0), que
son linealmente independientes por cumplirse%—:u;slcei2 z %, lo cual significa que las

rectas se cortan o se cruzan.

Para diferenciar el caso determinamos un veetoque tenga como origen un
punto de la recta r, por ejemplo, P(1, 0, 1) y caxtwemo un punto de la recta s, por
ejemplo, B(1, 1, 2)w =PB=B-P=(1, 1, 2)-(1 0, 1)=(0, 1, 1).

Si los vectores/,, v, y w son coplanarios, las rectas se cortan; en casmeon
rio, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios cuando el rang@adwealriz que determinan es
menor que tres.

2 1 0
Rango{v,, V., W}=|0 -2 0|=-4%0 = Rango{v,, v., w}=3
O 1 1

Las rectas r y s se cruzan.

Xx=1+2A
Siendo larecta={y=4 el punto D es de la forma(l+24, A, 1).
z=1

Siendo B(1, 1, 2) £(1, -1, 2), tiene que cumplirse que:

DB=DC = 1+24 -1 + (A -1 +(1-2)* = J(1+24 -1 + (A +1)* +(1-2)* =
= (A-102=+1" ;; P-2A+1=2+24+1 ;; 44=0;; 1=0= D(1, 0, 1)
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2-B) Considera el triangulo de vértices los pu(s 1, 2), B(1, 0, -1) y C(1, -3, 2).
a ) Razona si el triangulo es rectangulo.
b ) Calcula la recta r que pasa por B y es perpafatial lado AC.

c ) Calcula la recta s que pasa por los puntoCA y

d ) Si D es el punto de corte de las rectas rcglsula el modulo del vectdD.

e ) Calcula la longitud del lado AC.

f) Calcula el producto vectorial de los vectorss y AB y comprueba que su modulo

es igual al producto h - b, siendo h el méduloveetor BD y b la longitud del lado AC
(calculados en apartados anteriores).

a)
Los vectores que determinan los lados del tridmgah los siguientes:

_ —

u=AB=B-A=(10 -1)-(1 1 2)=(0, -1, -3)

v=AC=C-A=(1 -3 2)-(1 1, 2)

(0, -4, 0)
w=BC=C-B=(1 -3 2)-(1, 0, -1)=(0, -3 3)

Dos vectores son perpendiculares cuando su peésacalar es cero:

—_—

u-v=(0 -1 -3)-(0, -4 0)=0+4-0=4%0

u-w=(0 -1 -3)-(0, -3 3)=0+3-9=-6%0

—_—

v -w=(0 -40)(0 -3 3)=0+12+0=12#0

El triangulo de vértices A, B y C no es rectangulo.

byc)

El haz de planos perpendiculares al lado AC tig@anecuacion general la si-
guiente expresiona = y+ D =0. De los infinitos planos que forman el haz antermb
gue pasa por el punto B(1, 0, -1) es el siguiente:

a=y+D=0
=0+D=0;;, D=0= m=y=0.
B(1, 0, -1



La recta s que contiene al lado AC tiene comooraditector u = (0, 1, 0).

La expresion de la recta s por unas ecuacionesngarcas, considerando el pun-
x=1
to A(L, 1, 2), ess= {y =1+A.

z2=2

La interseccion de la recta s y el plama@s el punto P siguiente:

x=1
s=:y=1+A

- P(1, 0, 2)
m=y=0

La recta r pedida es la que pasa por los punto® Bcuyo vector director es:

w=BP=P-B=(10, 2)-(1 0, -1)=(0, 0, 3)

La recta r pedida esc(B, W)E {)3(/ j)
z=2+31
d)
‘ﬁ‘:‘W‘:x/OHO“SZ:\/@:S unidades:‘ﬁ‘
e)
‘E‘:‘V‘:JOZ+(—4)2+02:\/E:4 unidade;‘ﬁf‘
f)
i i K
|ABOAC|=|uDv|=|0 -1 -3|=[12|=12 unidades= | ABOAC|
0O -4 O

h-b:‘@‘ ‘A—C": 3:4=12 unidades=h -b

En efecto: ‘A—BDR‘ =h-b, cgc
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BLOQUE 3

1 -1 -1
3-A) Considera la matrism =|1 -1 0 |, dondemOR.
1 0 m

a ) Prueba que M es una matriz regular (que tieversa).

X 0
b ) Para m = -1 considera el sistema de ecuaclomesdes:(M -s-1)-|y|=| 0|, don-
z 0

de sOR e | es la matriz unidad (identidad) de orden tResuélvelo segun los valores
del parametro s.

a)
La condicion suficiente para que una matriz tangarsa o sea regular es que su
determinante sea distinto de cero.

1 -1 -1
IM|=[1 -1 0|=-m-1+m=-1 = [M|#£0, OmOR cq.p.
1 0 m
b)
1 -1 -1
Param=-1llamatrized =|1 -1 0
1 0 -1
1 -1 -1 s 00 l1-s -1 -1
M-s-1={1 -1 0 |—-|0 Oj=| 1 -1-s 0
1 0 -1 0 S 0 -1-s
El sistemaresulta: 1 -1-s 0 |[-|y|=|0|] = <x-(1+s)y=0
1 0 -1-s) |z) |0 x={1+9z=0

Para resolver el sistema homogéneo parametrizaanos y despreciamos la
primera de las ecuaciones, resultando(l+s)A e y = 1.

(1+s)
A
A

X
La solucion del sistema, en funcion del parametes :{y
z



Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuat®8preciada, resulta:
1+s)A-A1-A1=0;;1+s=2 = s=1

Para s#1 el sistematiene inf initos grupos de soluciones

Para s#1 el sistemasolamenteadmite la solucién trivial : x=y=z=0
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3-B) Una mujer ha obtenido 4.500 euros de benefioiinvertir un total de 60.000 eu-
ros en tres empresas: ALFA, BETA Y GAMMA. Se sabe ¢l dinero invertido en la

empresa ALFA fue m veces la suma de las cantidagiegidas en las empresas BETA
y GAMMA y que los beneficios de la inversion fuerdel 5 % en la empresa ALFA, 10
% en la empresa BETA y 20 % en la empresa GAMMA.

a ) Plantea un sistema de ecuaciones linealesresglucion permita calcular la inver-
sion realizada por la mujer en cada empresa.

b ) Prueba que para m > 0 el sistema es compdatideminado.

c ) Calcula la solucion para m = 2,

a)
Llamandoa + 8 y y a las cantidades invertidas, respectivamenteagerpre-
sas ALFA, BETA'Y GAMMA, se puede plantear el siguesistema de ecuaciones:

a+ [+ y=60000 a+ [+ y=60000 a+ [+ y=60000
a=mg+my a-mg-my=0 = a-mf-my=0
0050 + 013 + 02y = 4500, 5a +1083 + 20y = 45000 a+2p3+4y =9000
b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
1 1 1 1 1 1 60000
A=l -m -m| ;; A=|1 —-m -m 0
1 2 4 1 2 4 90000

Para que el sistema sea compatible determinadecesario que el rango de am-
bas matrices sea 3, 0 sea, que el determinangendatiiz de coeficientes sea distinto de
cero.

1 1 1
Rango A=|1 -m -m|=-4m+2-m+m+2m-4=-2-2m=-2(1+m)
1 2 4

Para m>0 = |A| #0 = Rango A=3 = Compatibledeterminado, c.g.p.

Para m = 2 el sistema resulta ser~28 -2y =0

a+ [+ y=60000
a+20+4y=9000

Resolviendo por Cramer, teniendo en cuenta élie -2 - (1+2) = -6:



60000 1 1 2 1 1

0 -2 -2, 30000-|0 -2 -2
90000 2 4

3 2 4
a= 5 = 5 = -5000- (-16-6+6+8)=40000=a
1 60000 1 12 1
1 0 -2/ 30000:/11 0 -2
1 90000 4 13 4
= : = 5 =-5000- (3-4+6-8)=15000= S
1 1 6000 1 1 2
1 -2 0 30000-|1 -2 0O
1 2 9000 1 2 3
y= 5 = 5 = -5000- (-6+4+4-3)= 5000= y

En ALFA invirti6 40.000 euros, en BETA, 15.000 esisoen GAMMA, 5.000 euros.
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