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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El ejercicio consta de tres bloques de problemeada bloque tiene dos opcio-
nes. Debe responderse necesariamente a los tsebloescogiendo en cada uno de
ellos una sola de las opciones (A o B). Debe exeneon claridad el planteamiento
del problema o el método utilizado para su resélucirodas las respuestas deben sel
razonadas. No se permite el uso de calculadoréisag#i programables.

BLOQUE 1

1-A) Considera la funciérf : R — R definida por f(x) = x* +3x? +ax+b.

a ) Calcula los valores de las constantgd para que f tenga como recta tangente en s
punto de inflexion a la rectay = 1.

b ) Para los valores dey b dibuja la grafica de la funcion, analizandevyimente los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, los parde corte con los ejes, la existencia
de asintotas y la curvatura.

a)
Para que una funcién tenga un punto de inflexgoandicion necesaria que se
anule su segunda derivada:

f'(x)=3x*+6x+a ;; f"(x)=6x+6=0= x=-1.

La funcion f(x) tiene su punto de inflexion parax1, por lo cual su punto de
tangencia es T(-1, 1).

La pendiente de la rectay = 1 es 0, por tanto:
f'(-1)=0= 3-(-1*+6-(-1)+a=0;;3-6+a=0 = a=3.

La funcién esf(x)=x®+3x?+3x+b; como pasa por T(-1, 1) tiene que satisfacer st
ecuacion:

f(-1)=1= (-2°+3-(-2)*+3-(-1)+b=1;; -1+3-3+b=1= b=2.

A. Menguiano



b)
La funcion esf(x)=x®+3x? +3x+2.

Una funcion es creciente o decreciente segunudersvada primera sea positiva
0 negativa, respectivamente.

£(x)=3x2 +6x+3=3x* +2x+1)=3(x+1)° >0, Ox0D(f), que es R.

La funcidén f(x) es monétona creciente en su domipuie es R.

Los puntos de corte de la funcién f(x) con los gen los siguientes:

Eje X: f(x)=0 = x*+3x*+3x+2=0. Aplicando la regla de Ruffini, y teniendo en
cuenta que por ser mondétona creciente en R solartiene un punto de corte con el eje
de abscisas y que, por ser todos los coeficierdssiyips, la Gnica solucion tiene que
ser negativa:

1 3 3 2
-1 -1 -2 -1
1 2 1 #0
1 3 3 2
-2 -2 -2 -2
1 1 1 0

El punto de corte con el eje X es A(-2, 0)..

Y4 |

I -2

Eje Y: x=0 = f(0)=2. El punto de corte con el eje Y es B(0, 2).



Como f(x) es una funcién polindbmica, no tiene oimg asintota.

En cuanto a la curvatura, concavidad y convexidad(D), una funcién es con-
cava o0 convexa segun que su segunda derivadagata/ae positiva, respectivamente:

f'(x)=6x+6=0= x=-1.

Para x<-1= f"(x)>0 = Concavidad(n) = (-, -1)

Para x>-1= f"(x)<0 = Convexidad(U) = (-1, +)

La representacion gréafica, aproximada de la funcifx)=x®+3x*+3x+2 es la
gue aparece en el dibujo adjunto.
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1-B) El dibujo adjunto corres-
ponde a la gréafica de f.

AY
a ) Haz la representacion grafi- /\ 400
ca de la funcién —f en [-3, 3. / \
: 300
b ) Con los datos que tienes y
sabiendo que f es derivable dos \
veces, en todo R, haz un dibujo 20¢
gue pueda corresponder a la
funcion derivada f en [-3, 3. 100 J(X)
Explica como construyes este v
dibujo. .
- 2 1 O 1 2 3
c ) Sif es estrictamente crecien- /
te en (s, -3) y en (3, %), 100 \/
¢cuantos extremos (maximos y
minimos) tiene f'? y ¢cuantos ‘

tiene —f? Para responder a cada pregunta eligeg ®9é0 una de las tres opciones si-
guientes y justifica tu eleccion:

1) Tiene al menos cuatro puntos extremos.
2) Tiene exactamente cuatro puntos extremos.

3) Tiene exactamente seis puntos extremos.

a) 13Y%
100 I\\
3 2 1 O 1 2 |3 Xt
VN
-100
—f(X)/

-20C

\ /
(VAR

Las funciones f(x) y —f(x) son simétricas con exgp al eje de abscisas.




b)

La funcion f(x) tiene extremos relativos (aproxtdaeente) para=-2, x=0,
x=1Yy x=g, lo cual significa que la funcion'(x) se anula para estos valores.

Teniendo en cuenta que por ser derivable dos ¥edesa funcion f'(x) es con-
tinua y derivable en su dominio y los intervaloscdecimiento y decrecimiento de f(x),
los valores def'(x) en esos intervalos son positivos 0 negativos eatispamente, la re-
presentacion grafica de(x) es, aproximadamente, la siguiente:

‘ AY ’
20(C
100
f(x)
3 A 1 ) 3y
\ /100 \
-20C

c)
Para responder a la primera pregunta no se pusegin ninguna de las opciones
propuestas, ya que: f'(x) tiene exactamente tresgsuextremos.

La funcién —f(x) tiene los mismos puntos extremuos f(x): exactamente cuatro.
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BLOQUE 2

1 0 -1
2-A) Considera la matriaA={|0 m -3/, donde m es un numero real.
4 1 m

a ) Determina para qué valores de m la matriz fegslar (inversible).

b ) Para m = 1 resuelve los tres sistemas de emexcBiguientesa-u=ge, A-v=ge, Yy
A-w=g,, donde ¢ & Yy & son, respectivamente, la primera, segunda y eecmdumnas
de la matriz unidad (identidad) de orden tres.

c ) Considera la matriz B de dimensién 3 x 3 cuy@smnas son los vectoras, v y

w obtenidos en el apartado anterigr= (i v w). Razona si B es la matriz inversa
de Aconm=1.

a)
Una matriz es regular o inversible cuando su detemte es distinto de cero.
1 0 -1 =" 7 m =-1
-4+ - -4+ -4+ =
|A|=|0 m -3/=m’+4m+3=0;; m= 42v16-12 -4xv4 _-4+2
2 2 2 m, =-3
4 1 m
A esinversible OmOR-{-1, -3}
b)
10 -1
Param=1es=/0 1 -3|.
4 1 1
1 0 -1) (x 1 x-z=1

A-u=e = |0 1 -3|:|y|=|0|= y-3z=0; = Resolviendo por Cramer:
4 1 1 z 0 4x+y+2=0

1 0 -1 11 -1 1 01

01 -3 0 0 -3 010

01 1 1+3 4 4 0 1 12 4 1 0 -4
X: 5 = :—:X y: :——Zy. Z:—:—:Z

1°+4-1+3 8 8 8 8 8 8




0 x-z=0
A-v=e, = |0 1 -3|-|y|=|1|= y-3z=1; = Resolviendo por Cramer:
0

4 1 1 z 4x+y+z=0
0 -1 10 -1 1 00
1 -3 01 -3 011
1| -1 4 0 1| 1+4 5 4 1 0 -1
X=——=—=X. y= = ===y 7=— " =-—=7
8 8 8 8 8 8 8
— ( 15 lj
vV=|—-=, =, —=
8 8 8
1 0 0) (x 0 x-z=0

A-w=e, = |0 1 0|-|y|=|0|= y-3z=0; = Resolviendo por Cramer:
4 1 1) \z 1 4x+y+z=1

0 -1 10 -1 100
-3 0 0 -3 010
1 1| 1 4 1 1] 3 4 1 1] 1
X=—m—=—=X y=———"=—=Y 7Z=——=—=7
8 8 8 8 8 8
— (1 3 1)
W = sy Ty
8 8 8
c)
oha) (4 1
La matriz resulta seB=| -2 5 gzg- -12 5 3.
1
8

‘8
-4
8

-4 -11

A-u+A-v+A-W:(el e, %);;A-(u v W):I :>B:(u v W):A‘l

En efecto, B es la matriz inversa de A para m = 1.

Aungue innecesaria, se hace la comprobacion, igoigm la inversa de A por el
método de Gauss-Jordan.

10 -1/1 0 0 10 -1 1 00
(Aa71)=|0 1 -3/0 1 O0|={F, ~F,-4F}=|0 1 -3/ 0 1 0|=
41 1/00 1 01 5[-401

10-11 00 10 -1/1 0 0
>{FR-FR-F}=]01 -3/ 0 1 ol={fR-iFR}=[01 -3 0 1 0=
00 8|-4-11 00 1[-4 -1 1
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2-B) Di si las siguientes afirmaciones son verdasler falsas y justifica tu respuesta.
Para las afirmaciones que consideres que son falsasin ejemplo ilustrativo.

a) Si Ay B son dos matrices cuadradas cualesxjiéatonce$A+B)-(A-B)= A2 - B2,
b) Si A, By C son tres matrices cuadradas quiéicaar A - B=A - C, entonces B = C.
c ) Si A es una matriz cuadrada y t es un nimexbgue cumplent - A = (O), entonces

t=0yA=(0).
Notacién: (O) indica la matriz cuyos elementos tsalos iguales a cero.

a)
(A+B)-(A-B)=A-A-A-B+B-A-B-B=A’-A-B+B-A-B2.
En general es falso, pues el producto de matricdgene la propiedad conmuta-
tiva.
2 3) (1 3 2+6 6-6) (8 0
A-B= = =
2o 2 L)
Por ejemplo: = A-BZB-A.
1 3)(2 3) (2+3 3-0) (5 3
A-B= . = =
2 -2) (1 0) (4-2 6-0) |2 6
b)
A - B=A-C = Multiplicando por la izquierda por la matriz ingarde A:
A*-A-B=A"-A.C;;1 -B=1-C= B=C.
En efecta SIA-B=A-C = B=C
c)

Teniendo en cuenta que el producto de una mairizip numero el la matriz que
resulta de multiplicar todos y cada uno de los elgos de la matriz por el niamero,
siendot - A = O, no es necesario que sea cenonedio y nula la matriz: con que cum-
pla uno de ellos la condicion se cumple lo pedido.

Paraquet - A =0 es suficiente que t = 0 o gee\

: 2 3 00 . 00 0 0
Ejemplo: 0-( j:( J y tamblen7-( Jz( J
10 00 00 0 0
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BLOQUE 3

3-A) Considera los puntos A(1, -3, 2), B(1, 1, [, 1, -1):
a ) Determina una ecuacion general del plano qogere los tres puntos.

b ) Halla un punto D para que A, B, C y D seanvédices consecutivos de un rectan-
gulo.

c ) Halla un punto D para que A, B, C y D seanviddices de un paralelogramo que no
sea rectangulo.

d ) Calcula el area del paralelogramo obtenidol epa&tado anterior.

a)
Los puntos A, B y C determinan los siguientes vesto

AB=B-A=(112)-(1 -3 2)=(0, 4, 0).

AC=C-A=(11 -1)-(1 -3 2)=(0, 4 -3).
x-1 y+3 z-2
Los puntos A, B y C determinan el plane;\- u, V)z 0 4 0 |=0;
0o 4 -3
-12(x-1)=0 = m=x-1=0.

b)
Para que el paralelogramo sea un rectangulo tieeaseyAB - BC=0
A B
D C

BC=C-B=(11 -1)-(1 1 2)=(0, 0, -3).

AB-BC=(0,40-(00 -3=0= En efecto, se trata de un rectangulo.

AB=(0, 4, 0) 1-x=0
AB=DC = =>1-y=4 ; =

DC=C-D=(11 -1)-(x vy, 2)=@-x 1-y, -1-2) -1-z=0



x=1
= {y=-3{ = D(1, -3 -1).
z=-1

c)
En este caso los vértices no son consecutivos) semaprecia en el dibujo.

A B

AC=(0, 4, -3) x-1=0
AC=BD = = y-1=4 ; =
BD=D-B=(x, v, 2)-(1 1, 2)=(x-1 y-1, z-2)|] Z2~-2=-8
x=1
= {y=5 = D(1 5 -1).
z=-1

d)
Sabiendo que el area de un paralelogramo es allmddl producto vectorial de
los vectores que lo determinan:

k
0 ||=|-12|=12.

i
S=ABOAC=/0 4
0 4 -3

El area del paralelogramo pedido es de 12 unidagkadradas.
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3-B) Considera las rectass x-3= y_4:%5 y s= X_25 = y‘14 -z-m
a ) Estudia, segun los valores del parametro npdagiones relativas de las dos rectas.

En el caso de que se corten las rectas r y s,laatpunto de corte.

, dondemOR.

b ) Cuando sean coplanarias, determina una ecugei@ral del plano que las contiene.

c ) Estudia la posicion relativa del plano del #gdo anterior con el plano que pasa por
los puntos A(3, 4, 5), B(5, 4, -3) y C(1, 2, 1).

Indicacion no es necesario construir el plano que pasagoar tees puntos.

a)
Se hace el estudio de la posicion relativa mediaattores.
Los vectores directores de las rectas goa(1, 1 2) y v, =(-2, -1, 2).

Un punto de r es M(3, 4, 5) y un punto de s es H,(5).

Los puntos M y N determinan el vectar=MN=N-M =(2, 0, m-5).

1 1 2
Los vectoresv, , v, y w determinan la matriz-2 -1 2 |, cuyo rango de-
2 0 m-5
termina su posicion relativa.
1 1 2
-2 -1 2 |=—(m-5)+4+4+2(m-5)=(m-5)+8=m-5+8=m+3=0 = m=-3.
2 0 m-5

Para m# -3 el rango que determinan los vecto{r@s v, , W} es tres, lo que signi-
fica que las rectas estan en planos diferentesrgpdos vectores directores y v,

son linealmente independientes (no tienen propoatds sus componentes), las rectas
no son paralelas y, en consecuencia:

Para m# -3 las rectas r y s se cruzan en el espacio.

—_— —

Para m = -3 el rango C{E, v, w} es dos; esto significa que las rectas r y s sor
coplanarias y como no son paralelas:

Param = -3 las rectas r y s se cortan.

Una forma de hallar el punto de corte para m es-8 siguiente. En primer lugar



X=3+A Xx=5-2t
expresamos las rectas por ecuaciones parameétricag=4+1 y s= y=4-t

z=5+2/ z=-3+ 2t
3+1=5-2t Xx=5-4=1
4+ =4-t = 2-2t=-t;; t=2 = y=4-2=2.
5424 =-3+2t z=-3+4=1

El punto de corte es P(1, 2, 1).

b)
El planon que contiene a r y s para m = -3 tiene la sigaierpresion general:

x-1 y-2 z-1

7{P;V:,V:%E 1 1 2 |=0;
-2 -1 2

2(x-1)-4(y-2)-(z-1)+2(z-1)+2(x-1)-2(y-2)=0 ;; 4x-1)-6(y-2)+(z-1)=0 ;;

4x-4-6y+12+7z-1=0.
m=4x-6y+z+7=0

c)
Los puntos A(3, 4, 5), B(5, 4, -3) y C(1, 2, 1jateninan los vectores:

u=AB=B-A=(54, -3)-(3 4,5)=(2 0, -8).
v=AC=C-A=(121)-(3 4 5)=(-2 -2 -4).
El planop que contiene a los puntos A, B y C tiene la expregeneral:

x-1 y-2 z-1
pcuv)e 2 0 -8|=0;; 16ly-2)-4(z-1)-16(x-1)+8(y-2)=0 ;
-2 -2 -4

-16(x-1)+24(y-2)-4(z-1)=0;; 4x-1)-6(y-2)+(z-1)=0 ;; 4x-4-6y+12+2-1=0 ;;

L=4x-6y+z+7=0.

Los planost y  son coincidentes.
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