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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

1.-El examen consta de tres blogues de ejercicazlg bloque tiene dos opciones. De
cada bloque debe escogerse uno sola de las op¢fond3).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamienta despuesta o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficasogramables.

BLOQUE 1

X=y+mz=0
1-A) Considera el sistema de ecuaciones lin y-z=0 , dondemOR.
(m+1)x+z=0

a ) Determina para qué valores de m el sistemarapatible determinado.

b ) Determina para que valores de m el sistemampatible indeterminado.

m
c ) Calculaa™- B, siendo A la matriz de coeficientes del sistem}a_{ m | ym>3.
m+1

(Indicacién: no se necesita calculat)A

a)
Se trata de un sistema homogéneo, por lo cuahddsces de coeficientes y am-
pliada son equivalentes, o sea, tienen el misngorpara cualquier valor de m.

El sistema es compatible determinado cuando glorde la matriz de coeficien-
tes es igual al nimero de incégnitas; en este t&so,

La solucion del sistema en ese caso es la trivld, y =0, z = 0.

A. Menguiano



1 -1 m
La matriz de coeficientes @s=| m 1 -1|. El rango de M es tres cuando su

m+1 0 1
determinante sea distinto de cero:
1 -1 m
IM[=| m 1 -1/=1+(m+2)-m(m+1)+m=1+m+l-m’-m+m=-m’>+m+2=0 ;;
m+1 0 1

14148 _1+4/9 1+3

m>-m-2=0:m
2 2 2

> m=-1;; m=2

m# -1 ., . . .
Para { 4 2} = Rango M =3=n° incog. = SistemaCompatible Determinado
m

b)
El sistema es compatible indeterminado cuandcalogos de las matrices de coe-
ficientes y ampliada son iguales y menores quéileno de incégnitas.

Teniendo en cuenta que el rango de M es mayarad gue 2, independientemen-

- 1 -1 : , G :
te del valor de m, por existir el mer'{%r %0, el sistema sera compatible indetermi-

nado para los valores de m que hacen Rango M = 2.

m=
Para { } = Rango M =2<n° incég = SistemaCompatible Indeter minado

c)
X—y+mz=m
El sistemaimx+y-z=m puede expresarse de forma matricial del modo si
(m+1)x+ z=m+1
X m
guiente:A- X =B, siendoX =|y|y B=| m
Z m+1

Multiplicando la expresiom - X =B por la izquierda por A, resulta:

A" A-X=A"-B;; 1 -X=A".B = A'.B=X.
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1-B) Se desea hallar los nimeros naturales deifras que cumplen las tres condicio-
nes siguientes:

La suma de las tres cifras es un multiplo de 10.

La suma de las dos primeras cifras es igual adartz.

El triple de la primera cifra es igual al dobleldsegunda.
a ) Formula un sistema de ecuaciones lineales adeal problema planteado.
b ) Comprueba que el sistema formulado es compatibl

c ) Determina el niamero natural de tres cifras\@réica el enunciado propuesto.

a)
Sea N = (abc), no como producto, el representdatiddos los numeros de tres
cifras que buscamos.

Segun las condiciones impuestas tiene que cumdirsiguiente:
a+b+c=10 o a+b+c=20, por ser la suma de tres digitos menor que 30.
atb=cy3a=2b.

at+b+c=10 a+b+c=20
Pueden formarse los dos siguientes siste b-c=0 y<a+b-c=0 .
3a-2b=0 3a-2b=0

b)
Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, el sistendacempatible cuando las
matrices de coeficientes y ampliada tengan el mismgo.

1 1 1
La matriz de coeficientes @={1 1 -1|, cuyo rango es el siguiente:
3 -2 0
1 1 1
RangoM = |1 1 -1|=-2-3-3-2=-10#0 = RangoM'=3.
3 -2 0

La matriz ampliada M’ tiene también rango 3, mocual:

El sistema es compatible determinado.



c)
Los numeros que satisfacen las condiciones indg&cadn los siguientes:

a+tb+c=10 (0
a+b-c=0 (2 = (1)+(2) = 2a+2b=10 =
3a-2b=0 (3

2a+2b=1

0
= 5a=10;; a=2
3a-2b=0 —

3a-2b=0;;3-2-2b=0;; 6=2b ;; b=3 ;; a+b+c=10 ;; 2+3+c=10;; c=5

Un namero que cumple las condiciones pedidas Hs=e235.

a+b+c=20
Considerando ahora el siste b-c=0 , suresolucion es:
3a-2b=0
a+tb+c=20 (1
2a+2b=2

atb-c=0 (2 = (1)+(2) > 2a+2b=20 =

0
} = 5a=20;; a=4
3a-2b=0 )]

3a-2b=0

3a-2b=0;; 3:4-2b=0;;12=2b ;; b=6;; a+tb+c=20;; 4+6+c=20 ;; c=107?
Como ¢ no es un digito, la solucion es Unica:

N =235
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BLOQUE 2

2-A) Considera la funcién : R - R definida por f(x) =

a ) Estudia su derivabilidad (calcula la derivadade exista y justifica la no existencia
de derivada donde proceda).

b ) Comprueba que tiene como eje de simetria efl@jerdenadas (funcion simétrica
respecto a QY).

c ) Determina el punto de corte con los ejes,ntexrvalos de crecimiento, los puntos de
inflexion y las asintotas de f. Haz su represeatagrafica.

.

si x<0

1+ x°
La funcion f puede redefinirse de la forng) =

172 si x=0
+ X

La funcién es continua en R por Serx® 20, OxOR Yy derivable en R, excepto
para X = 0, cuya derivabilidad es dudosa y que saadeterminar a continuacion.

Una funcion es derivable en un punto si la fun@ércontinua en ese punto y sus
derivadas por la izquierda y por la derecha soalé&gu

—1-(1+x2)—(—x)-2x_—1—x2+2x2_ x> -1

0 N T B T
f'(x)= =
1-(1+x2)—x-2x:1+x2—2x2= 1-x? Si x>0
o) L) @)

f'(O‘): 020—212:—T1___1
= | 2) = (0)=1(0")
f (O+):(1+02)2 R

La funcién no es derivable para x = 0.

b)
Una funcion es simétrica con respecto al eje deradas cuando es f(x) = f(-x).



-] _ X[ _

)= 1w

f(x) =

La funcion f(x) es simétrica con respecto al ejedmo debiamos demostrar.

Por ser f(0) = 0 la funcidn corta a los ejes epugito O(0, 0).

x> -1
L+ x?)
Considerando la derivada de la funciifx)= .y que [1+x2)
1-x?
o)
es positivo para cualquier valor real de x, losquoers de crecimiento y decrecimiento
son los siguientes:

si x<0

si x=0

Creciente= f'(x)>0 = x0O(-, -1)0(0, 1)

Decrecient = f'(x)<0 = x0O(-1 0)0 (L +)

Los puntos de inflexion son los valores de x qudan la segunda derivada:

2x [+ x2f = (x2 = 9 - 201+ x?) - 2x _ 2x+2x° —4x® +4x _ 2x{6 - x
) e xef e xef

) si x<0

—ox [ xPf —(1-x2) 204 x?) - 2x _ —2x-2x% —4x+4x® _ 2x{x* -6) _

o) B 0 R U0

Teniendo en cuenta que la funcion no es derivadnia = 0 (por consiguiente no
puede tener punto de inflexion), que es simétricarespecto al eje QY, los puntos de
inflexion son los siguientes:

e v6)- 8|

1+(\/5) 7 = Puntos de inf lexion: A( J6. \/7_) y B(\/a @J

La funcion f(x) solamente puede tener asintotagzbotales; no puede tener asin-
totas verticales por ser distinto de cero el denadwr para cualquier valor real de x y
no puede tener asintotas oblicuas por no tenarmérador un grado mas que el deno-
minador.



Las asintotas horizontales son de la forma ystedo:

_lim _ o lim | x|
k_xaioo f(X)_xaiool+x2

=0 = La recta y=0 (Eje OX) es asintota horizontal

Teniendo en cuenta que la funcién tiene maximoslatus para los valores de
| x| =1, que son los puntos(-1, 1) y D[ %), que f(x)20, OxOR, la representacion gra-

fica, aproximada, de la funcién es la siguiente:

Y?
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2-B) Razona si son derivables en el punto x = @ aadh de las dos funciones siguien-
tes:

x? si x#0

a)f:RaRdefinidaporf(x):{1 eo
SI X=

, 1
b) g:R - R definida porg(x)=1% ~ 5Ty S X*0

0 si x=0

Justifica si es verdadera o falsa cada una dditasaaiones siguientes. Para cada afir-
macion gue consideres falsa por un ejemplo ilustrat

. . lim lim ,
c) Sih:R - R es una funcién tal que . h'(x) = o h'(x), entonces h es derivable
X - X —

en x = a.

d ) Si una funcion real de variable real es comtien un punto, entonces es derivable er
ese punto.

a)
Para que una funcion sea derivable en un puntmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua para todo R, exceptael valor x = 0, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la funcién sea conpaua x = 0 tiene que cumplirse que
los limites por la izquierda y por la derecha dgaales, e iguales al valor de la funcion
en ese punto:

Para x=0 = = f(0)=1%# f(x)= f(x)

La funcion no es continua para x = 0, por lo tanto

La funcién no es derivable para x=0

b)

, 1 .
. g . - ., — %
Para justificar la derivabilidad de la funcignR -~ R = g(x)= Xosen SiX 0
0 si x=0

son necesarios, segun mi criterio, los siguiergegmramientos previos:



La funcién f(x):sen% no es derivable para x = 0 por no estar definaa pste

valor. Tiene para x = 0 una discontinuidad de &pencial o de segunda especie, por |0
tanto carece de limite por no tener limites laésral

La representacion grafica, aproximada, de la funesla siguiente:

XV

Otro ejemplo de aproximacion a la pregunta formhalas la funcion definida co-
1 : :
mo f(x)=x-sen=. En este caso las ondas senoidales no oscilan-éngrl, como en el
X

., 1 .
caso de la funcionf(x)=sen=, sino que se establecen entre las rectas y =y-x &,
X

como se aprecia en la siguiente figura.

En este caso la funcion tiene limites lateralea ga= 0, que ambos son 0, por lo
cual, definiendo como f(0) = 0, la funcién es con# para x = 0. Sin embargo la fun-
cion no es derivable para x = 0, como se demuastoatinuacion:

T L - sent: éste limite no existe, como Vi-
X



mos en el principio de la explicacion, por lo talatduncion no es derivable para x = 0.
Finalmente abordamos la cuestion: demostrar si par 0 es derivable o no la
. 1
funcion f(x)=x? - sen=.
X
Aunque la funcion es parecida a la anterior saeatifga se diferencian en que la

estudiada{f(x):x : seni} las ondas senoidales estaban comprendidas astredtas
X

. .. 1 . P
y = X e y = -X, mientras que en la funcidifx)= x> - sen=, las ondas senoidales estas
X

comprendidas entre las parabolas Y& y = -¥, que cambia radicalmente la cuestion.

., L ¢ . 1 . .
La representacion grafica de la funciéfx)= x> - sen= es la siguiente:
X

Definiendo la funcién como (0) = 0, la funcidifx)= x> - sen% es continua para

x = 0, pues los limites laterales existen y amioosOs

Veamos si es derivable:

Lo
lim f(x)-f(0) _ lim * “3€M, lim (

P 0 %0 xe0 x -

1 :
> . sen= es derivalbe para x=0

La funcién f(x)=x
X

C)

: . lim lim
Siendoh:R - R una funcién tal que . h'(x) = iy h'(x), entonces h es de-
X - X -

rivable en x = a, es cierto.




Es condicion suficiente que una funcion es defevam un punto si existen las
derivadas laterales y ambas son iguales.

d)
Si una funcion real de variable real es continuarepunto, entonces es derivable
en ese punto. Es falso.

La condicion de continuidad de una funcién en unt@ para que sea derivable es
necesaria, pero no suficiente. Por ejemplo, laifumd(x)=|x| es continua en x = 0y,

sin embargo, no es derivable para x = 0, por sedstivadas laterales por la izquierda
y por la derecha —1 y 1, respectivamente.
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BLOQUE 3

3-A) a ) Prueba que si dos vectonesy v tienen el mismo médulo, entonces los vec-
toresu+v y u-v son ortogonales.

—_—

b ) Considera los vectores=(-1 2, 3) e y =(2 3 -1).

1) Razona si son linealmente independientes lo®res x+y y s-vy.

2) Calcula el area del paralelogramo que tierne \tgtices consecutivos en los
puntos A(1, 5, 2), O(0, 0, 0) y B(-3, -1, 4).

a)
Supongamos quE +V)- (U —7): 0. Entonces tiene que ser:
(0+v)-(0-V)zo> v -u-u-Vev-u-v V=
=lu -‘K‘-coso—‘ﬁ‘-‘V‘-cosa+‘V‘-‘U‘-cos(—a)—‘VHV‘-cosoz
G| [G] 1] 7| [ ] -cosa+[¥] | 5] -cosa-[¥] | 7] -1=
— |2 — |2 — |2 — |2 — —
=lu —‘v =0 ;; ‘u :‘v = ‘u‘:‘v‘
b)
1)
xty=x+y=(-12 3)+(2 3 -1)=(1 5 2)
x-y=x-y=(-1223-(23 -1)=(-3 -1 4)
1 5 2 . . .
_—3#_—1¢Z = X+Yy y s-Yy son linealmené independiates
2)

Los vectores que determinan el paralelogramo@®giguientes:

—_—

OA=(1 5 2) y OB=(-3 -1 4).

El 4rea del paralelogramo que determinan los vestA y OB es igual que el
md&dulo del producto vectorial de los vectores,lpdanto:



i j k
SPARALELO:‘O_ADO—B‘z 1 5 2 :|2G_6j—k+1a(+2i—4j|:|22—10j+14k|=
-3 -1 4

= 2|15 - 5] +7k|= 2- 12 +(-5)* + 72 = 2. {121+ 25+ 49 = 2195 u? 0 2793 U*S,puei0
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. +y-z-4=0 -2=0
3-B) Considera las rectas XTy-z y s= X :
X+2y-7=0 y+5=0

a ) Estudia la posicion relativa de las rectasry

b ) Halla un punto A de r y otro punto B de s tajas v = AB sea perpendicular a am-
bas rectas.

c ) ¢Cuantos cuadrados se pueden construir tenigndeértice en el punto A y un lado
en la recta s? Calcula su éarea.

a)
Realizamos el estudio de la posicion relativaadeaéctas por vectores directores.
En primer lugar expresamos las rectas por ecuesiparameétricas:
X+y-z-4=0 X+y=4+A| —-x-y=-4-/
r= y = z=A y y = y=3-A1
X+2y-7=0 X+2y=7 X+2y=7
X=1+2A
x+2y=7;;x=7—2y:7443nﬂz7—6+2A=1+2A:x = r=qy=3-41
z=A
X=2
x—-2=0
S= = 2= ;;, X=2 ;; y=-5 = s=qy=-5
y+s=0 - z=2

r=a=(2 -11); P13 0
Un punto y un vector director de cada recta son:
s=b=(001; Q2 -5 0)

Evidentemente los vectores directores son linaatienendependientes, lo cual
significa que las recta r y s se cruzan o se coRara diferenciar el caso vamos a de-

terminar un vectorc tal que tenga como origen un punto de r, P(1) §,ddmo extre-
mo un punto de s, Q(2, -5, 0):

¢c=PQ=Q-P=(2 -5 0)-(1 3 0)=(1, -8 0).

Si los vectoresa, b y ¢ son coplanarios, las rectas se cortan; en cagcacon
rio, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios cuando el ranga dralriz que determinan es



menor que tres.

2 -1 1
Rango{Z{, b, ?}:» 0 0 1|=-1+16=1520 = Rango{a, b, c}=3
1 -8 0

Las rectas r y s se cruzan.

b ) Halla un punto A de r y otro punto B de s tajae v = AB sea perpendicular a am-
bas rectas.

Un punto genérico de r eg1+ 21, 3- A, A).

Un punto genérico de s &2, -5, A).

El vector pedido es = AB es el siguiente:
Vv=AB=B-A=(2 -5 A)-(1+21, 3-1, A)=(1-21, -8+ 4, 0).

Sabiendo que el producto vectorial de dos vectesesn vector perpendicular
comun a cada uno de los vectores factores, el vectoAB tiene que ser linealmente
dependiente del producto vectorial de los vectdirestores de las rectas:

i j ok
w=alOb=2 -1 1|=-i-2j=(-1 -2 0)
0 0 1

1 2=-41=-8+1 ;:10=51 ;; 1 =2.

Tiene que cumplirse qu&% _-8+4

SiendoA(1+24, 3-1, 1) y B(2, -5, 4), los puntos pedidos son:

A5, 1,2)yB(2, -5, 2)

c)
Se pueden construir dos cuadrados con vértice e de sus lados contenido

en la recta s.

Con objeto de ilustrar la solucion dada se hacdilbmo que facilita la compren-
sion de la solucion dada.

La superficie es el cuadrado del vector AB=(-3, -6, 0):

Scuaprano = \/(_‘?’)2 +(_6)2 +0°% =+9+36 = \/4_5 = 3\/5 u® = S cuaprADO
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