PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

SEPTIEMBRE - 2008

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

1.-El examen consta de tres blogues de ejercicazlg bloque tiene dos opciones. De
cada bloque debe escogerse uno sola de las op¢fond3).

2.- Debe exponerse con claridad el planteamienta despuesta o el método utilizado
para su resolucion. Todas las respuestas debeszsaadas.

3.- No se permite el uso de calculadoras graficasogramables.

BLOQUE 1

1-A) Razona si son derivables en el valor x = Cacawla de las siguientes funciones de
variable real:

Xx+1 si x<0
a) f(x)=4 2 si x=0. b)g(x)=vx®+x2.

Xx+3 si x>0

Justifica si cada una de las siguientes afirmasi@severdadera o falsa. En el caso de
que consideres que la afirmacion es falsa ponam@p ilustrativo.

c ) Para cualquier funcién polindmica de segundalgrexiste un punto tal que la recta
tangente a la funcion en ese punto es una reciefzaal eje de abscisas.

d)Sih:R - RY g:R - R verifica queh'(x)=g'(x), entonces h(x) = g(x).

a)
Para que una funcidn sea derivable en un puntmmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcion f(x) es continua para todo R, exceael valor x = 0, que es dudo-
sa su continuidad. Para que la funcion sea conpaua x = 0 tiene que cumplirse que
los limites por la izquierda y por la derecha Sgaales, e iguales al valor de la funcion
en ese punto:
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Para x=0 = , , = f(o):2¢x_>0‘ f(x)ix_»0+ f(x)
lim f(x): lim (x+3)=3
X—»OJr X -0 -

La funcién no es continua para x = 0, por lo tanto

La funcién no es derivable para x=0

b)
Es evidente la continuidad de la funcion paralx =

Una funcién es derivable en un punto si existendarivadas por la izquierda y
por la derecha y ambas son iguales.

o'(x)= 3x* —2x__x(3x-2) _ 3x-2 - g'(x)
20 +x2  2xa/x+1  24/x+1 '

o)== 20222222 1o g

La funcién g(x)=+x* +x? es derivable para x=0

Es cierto.

Las funciones polindmicas de segundo grado soa flema f(x)=ax? +bx+c,
cuyas derivadas soft(x)=2ax+b y f"(x)=2a, lo cual significa que, segun que el signo
de o sea positivo 0 negativo, la funcién tiene un mmonun maximo absoluto, respec-
tivamente. La recta tangente en un maximo o mir@mparalela al eje de abscisas.

d)
En general, es falso.

Evidentemente si dos funciones son iguales tieaanitma derivada, pero tam-

bién se cumple que todas las funciones que seeddien en una constante tienen la
misma derivada.

Por ejemplo: las funciones(x)=3x? +2x+1 y g(x)=3x? +2x+7 tienen la misma
derivada y, evidentemente, son diferentes.
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1-B) Considera las funciones g:R - R definidas porf(x)=x+3y g(x)=x* +3x>.

a ) Dibuja las gréaficas de las funciones f y g eimtervalo [- 3, 1], determinando pre-

viamente sus puntos de corte, asi como, de ladarg,i determina los puntos de corte
con los ejes, sus extremos relativos (maximos ymais) y su curvatura.

b ) Calcula el area de los recintos limitados elatsegraficas de las dos funciones en el
intervalo[- 3, 1].

a)
Los puntos de corte de fy g son las solucionda deuacion que forman.

f(x)=g(x) = x+3=x*+3x? ;; x* +3x? -x-3=0 = Resolviendo por Ruffini:

1 3 -1 -3
1 1 4 3
1 4 3 0
-1 -1 -3
1 3 0
-3 -3
1 0
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Los maximos y minimos relativos d¢x) = x* +3x* son los siguientes:

g'(x)=3x*> +6x=0 = 3x(x+2)=0;; x,=0;; x,=-2

9"(0)=6>0 = Min. relativo para x=0 = Min. = O(0, 0)

g"(x)=6x+6 =
g"'(-2)=-6<0 = Max relativo para x=-2 = Max = D(- 2 2)

Los intervalos de concaviddd) y convexidad) son los siguientes:

x<-1= g"(x)<0 = Convexidad= (-, -1)

g"(x)=6x+6=6(x+1)=0 = x=-1 =

x>-1 = g"(x)>0 = Concavidad= (-1, +)

C)

De la observacion de la figura se deduce queeal gedida es la siguiente:

S:f[g(x)— f(x)]dx+j[f(x)— g(x)]dxzjl[(x3 +3x2)—(x+3)]dx+j-[(x+3)—(x3 +3x2)]dx:

_—1(3+32_ _3)d +1( ra- 3_3 2)d _ X4+ 3_)(2_3 —l+ X2+3 _X4_ , 1 )
_J'x X2 — X X jx x® —3x x—{f X’ == x]g [7 x= x]l_

-3 -1

2 4
= l—l—l 3_§L_27_g+9 + 1-{-3_1_ — 1—3—1+1 =
4 2 2 2 4
=1+2—1—8—1+18+g+1+2—1—1+2+1:24—@+§:24—20+4=8u2:S
4 2 4 2 2 4 2 4 4 2
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BLOQUE 2

1 -1 O
2-A) Considerala matria=|1 0 m* |, dondemOR.
1 1 m-m

a ) Determina para qué valores de m la matriz girggular (no inversible).

b ) Calcula Al cuando A sea regular (inversible).

¢ ) Calcula la matriz B que cumple: 3AB — A = | pan = 2.

a)
Una matriz es singular (no inversible) cuando derdanante es cero.
1 -1 O
|Ajl=0=|1 0 m |=0; -m’-m’ +(m2 —m):—2m2 +m*-m=-m?>-m=0 ;;

1 1 m*-m

—m(m+1):O = m=0; m=-1

La matriz A es singular param =0y param = -1.

b)
Vamos a determinar-Autilizando el método de Gauss-Jordan:

1 -1 0 |1
(A/1)=[1 0 m* |oO
1 1 m-m|0

o

0 1 -1 0 1 00
F, - F,-F )

0| = =10 1 m -11 0| =
F; - F-F 2 _ _

1 0O 2 mMm-m-101

o

2 ]0o 1 o0

F, - F+F, ) 1
= =10 1 m -1 1 0|=<F->———=F; >
F, - F, - 2F, ) -m(m+1)
OO0 m-m 1 -21

o
3

10m|] o 1 o , 100 m mi om
| F, - F, -m°F, L

o S R R 2 M S LR NI
_ _ — -m B ~

00 1|ma wwd wWod S 20 0 1| iy v e

m -m+1 m _
m+1 m+l m+1 1 m m+1 m
-1 -1 -m+1 m — _ _
= A = o = e : 1 m+1l m

_m+1

-1 2 1
mm+1)  m(m+)  m(m+)




1 -10 2 -1 2 . 4 -2 4
Param=2eg=1 0 4|y A*'=|-1 -1 2 =5 -2 -2 4
1 1 2 -1 1 -1 -1 2 -1
3A-B-A=1 ;;3A-B=1+A A-B:(I+A)é:> Multiplicando por la izquierda por
Al resulta:
4 _ A 1. _1 o orol A
AT A-B=AT-(1+A)-Z;; 1 -B==-A-(1+A) ;; B==-A"- (1 +A).
3 3 3
1%—%% 100 1—101§—§§ 2 -10
B==.[-2 -1 2|./|0 1 0|+[1 0 4||==.|-% -1 2|./1 1 4|=
3 3 1 1 1
-1 1 171001 (1 1 2 -1 1 1)1 1 3
4 -2 4) (2 -1 0 8-2+4 -4-2+4 0-8+12

i- -2 -2 4|-/1 1 4 :i- -4-2+4 2-2+4 -0-8+12|=

18 18
-1 2 -1) |1 1 3 ~2+2-1 1+42-1 -0+8-3
10 -2 4

L2 4 4|z

18
-1 2 5
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x+y=1
2-B) Considera el sistema de ecuaciones lineahgs z=0 , dondemOR.
x+(m+1)y+mz=m+1

a ) Determina el caracter del sistema segun lasesde m.
b ) Resuelve el sistema cuando sea compatiblendieimio.

¢ ) Modifica solamente un coeficiente de la Ultiezaacion para que el sistema resul-
tante sea compatible para cualquier valor de m.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagesites:
1 1 O 1 1 0 1
M=0 m 1|lyM=0 m 1 0
1 m+l m 1 m+l m m+1
El rango de M en funcion del parametro m es elisige:
1 1 O
IM[=]0 m 1|=m’+1-(m+1)=m’+1-m-1=m’-m=m(m-1)=0=m =0 ;; m,=1
1 m+l m

m# 0 L , :
Para { ¢1} = RangoM =RangoM'=3=n° incognitas = CompatibleDeterminado
m

1101
Para m=0 = M'=|0 0 1 0| = {F,=F,} = RangoM'=2
1101

Para m=0 = RangoM =RangoM '=2<n° incognitas = Compatiblelndeterminado

1101
Param=1= M'=|0 1 1 0| = RangoM' = {C,, C,, C,} =
121 2
111
= |0 1 0/=2-1=1#0 = RangoM'=3
12 2

Para m=1 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatille




b)
Resolvemos para thO y m# 1, que resulta el sistema compatible determinado
mediante la Regla de Cramer:

1 1 0
0 m 1
m+1 m+1 m| m?+m+1-m-1 m? m
X= = = = =
rﬂm—D mhhﬂ rﬂm—D m-1
1 1 O
0O 0 1
| m+l m_1-m-1_ -m _ -1 _
Y= rMm—D _Wﬂm—ﬂ_nﬂm—ﬂ_m—l_y
1 1 1
0 m 0
1 m+1 m+1l m?+m-m m? m
zZ= = = = =7
nﬂm—ﬂ mGn—D nﬂm—ﬂ m-1
c)

Se trata de que el determinante de la matriz déotentes sea distinto de cero,
por ejemplo -1, y que no dependa de m.

x+y=1
Por ejemplo el sistemany+z=0
Ax+(m+1)y+mz=m+1

1 1 0
IM[=]0 m 1|=m*+A-(m+Y)=m?+A-m-1=-1;; A=m-m*=m{l-m)=A.
A m+l m

Nota: Se ha igualado el valor del determinante para facilitar la expresion del coefi-
ciente que se modifica.

x+y=1
Un ejemplo del sistema pedido esiy+z=0
md-m)x+(m+1)y +mz=m+1
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BLOQUE 3
3-A) Considera los planos siguientes=x-y+z=0Yy m,=x+y-z-2=0.
a ) Determina la posicion relativa de los dos pdaghados.

b ) Halla una ecuacion de la recta r que pasalgaurgo A(1, 2, 3) y no corta a los pla-
nosrm y m,.

c ) Calcula un punto de la recta {);iz que equidiste de A(1, 2, 3) y B(1, 1, 2).

a)
El estudio puede hacerse por vectores normales orpsistema de ecuaciones.

Por vectores normales: Los vectores normalesrsor(l, -1, 1)y n, =(1, 1, -1).

Los vectores normales son linealmente indepereiepbr lo tanto los planos son
secantes, 0 sea, que se cortan en una rectar.

., X—-y+z=0
La ecuacidn de larectar es y )
X+y-z-2=0

Por sistema de ecuaciones. Los planpsx-y+z=0Yy m,=x+y-z-2=0 determi-
m=Ex-y+z=0

nan el sistem% cuyas matrices de coeficientes y ampliada son la

m,=EX+y-2z-2=0

1 —

. 1 -1 1 1-11 0
siguientesM = y M'= :
1 11 -1 -2

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarssidosentes casos:
Rango M =RangoM'=2— S.C.l. —» Los planos se cortan en una recta.
RangoM=1; RangoM' =2— S.l. —» Los planos son paralelos.

Rango M =Rango M'=1— S.C.|l. —» Los planos son coincidentes.

: : 1 -1 :
La matriz M contiene al menﬂ L #0; el rango de ambas matrices es 2.

RangoM =RangoM'=2 = (S.C.I ) = Los planos son secantes (se cortan en una recta).

b)
Para hallar la ecuacion de la recta r que pasa&lgmunto A(1, 2, 3) y no corta a



los planosz, y 7, es necesario encontrar un vecter que sea paralelo a los dos pla-
nos, o0 sea, que sea perpendicular al mismo tieragosdvectores normales de los pla-
nos. El vectorw puede ser cualquier vector que sea linealmentendiégnte del pro-
ducto vectorial de los vectores normales.

ik
WwW=n0n, =1 -1 1|=i+j+k+k-i+j=2j+2k=(0,2 2)=w= w=(01 1)
11 -1

La recta r pedida, expresada por unas ecuaci@mamptricas, es la siguiente:

x=1
rs<y=2+A,
z=3+/

c)
x=0 .. .
tiene por expresion gener{o, v, vy).

Los puntos de la rectsas{y_ ,

Dados A(1, 2, 3) y B(1, 1, 2), tiene que cumplise PA=PB:

ﬁ:\/(l—o)z +(2_y)2 +(3_y)2 :\/1+4_4y+y2 +9_6y+y2 :\/2y2 _10y+14:ﬁ

PB=y(1-0) +(L-y)’ +(2-y)’ =\1+1-2y+y? +4-4dy+y? =\[2y? -6y +6=PB

EA:EE::>JZyZ—HN+14:J2y2—6y+6;;2y2—ﬂw+14=2y2—6y+6;;
-10y+14=-6y+6 ;; 14-6=-6y+10y ;; 8=4y ;;, y=2

El Unico punto gue cumple lo pedido es P(0, 2, 2).
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3-B) Considera los puntos &(2,a), B(2, v, 0) y C@, 0,a + 2) conaOR.
a ) Estudia si los tres puntos estan alineadosgbaiia valor de.

b ) Calcula para qué valor delos puntos A, B y C son los vértices de un tridngu
isésceles y si, en algun caso, el triangulo edé&eu.

c ) Para el valos. = 0 determina una ecuacion general del ptfagae contiene a B, Ay
C. Calcula los puntos de la form&3Pg, B), con S0R, cuya distancia al plano obtenido

es 2\/54 .

a)

Para que los puntos &(2, o), B(2, «, 0) y C@, 0,a + 2) estén alineados es ne-
cesario que los vectoras=AB y v = AC sean linealmente dependientes.

—_

U:E:B—A:(Z, -a, O)—(a, 2, a):(Z—a, -a -2 —a): u

V=AC=C-A=(a, 0, a+2)-(a, 2 a)=(0, -2 2)=v

2—a:—a—2=—a N —2(2—0')20 -a=2 997
0 -2 2 -a-2=a a=-1

No existe ningun valor real depara gue los puntos A, B y C estén alineados.

b)
El triangulo de vértices ABC es isdsceles cuanduusepla queAB= AC:

AB= ‘ ‘ ‘AB‘ 2-a)P +(~a-2 +(-a) =Va-sa+a? +a* +4a+4+qa? =

=32 +8=AB ;; AC= ‘ ‘ ‘AC‘ Jo2+(-22+22 =Ja+4=48=AC

AB=AC = 322 +8=48 = a=0

Parao = 0 el triAngulo ABC es isésceles.

El triangulo seria equilatero cuando s&= AC= AC.

Parao = 0 la longitud de los lados iguales &8= AC =+/8 = 22 unidades

AC=22 = (a-a)? +(0-2)* +(a+2-a)=JO+4+4=8=2J2=1AB.

El triangulo ABC es equilatero pagia= 0.



c)
Para el valon = 0 los puntos son A(O, 2, 0), B(2, 0, 0) y C(02Dy los vectores
sonu=AB=(2 -2 0 Y v=AC=(0, -2 2).

La ecuacion general del planes la siguiente:

X 'y z-2
H(C; U V)E 2 -2 0 (=03 —4X—4(z—2)—4y:O - x+(z—2)+y:o
0 -2 2

T=EX+y+z2-2=0

Sabiendo que la distancia de un pupRfx,, y,. z,) a un plano de ecuacién gene-
ral Ax + By + Cz + D = 0 viene dada por la formuwép, )= A% +BYo #C% + D
++A*+B*+C?
. 2./3 . : _ _ .
S|endoT la distancia del punto BB, B) al planon=x+y+z-2=0, es:

23 _ p+p+p-2 _ 38 _3/3p _ 2., _2
3 i v e i3 23 LR Z AT ATTY

Los puntos pedidos son Pl(g, 2, gj PZ(—E, —E, —Ej
3 3 3 3

*kkkkkkkkk



