OPCION DE EXAMEN N° 1
1. [3,25 PUNTOS] Considera el sistema de ecuaciones lineales:

2x+y+az = -1
—X+ay—-z = 2 , acR.

2ax —2y+a’z =

Estidialo para los distintos valores del pardmetro a y resuélvelo cuando sea compatible (calculando todas
sus soluciones).

2 1 a 2—-a a*+1 o
A=l-1 a -1=| -1 a -1=—(-1)
2a -2 a? [2a-a® a*-2 o0

1 a’+1
a a*-2

2-a a*+1
a(2-a) a*-2

=(2-a)

=

a=-2

|A|=(2—a)-(a3—2—a3—a):(2—a)-(—2—a)=—(2—a)-(2+a):> Si|A|:O:(2—a)-(2+a):{ s

VaeR-1{-2,2}=|A =0= rang(A)=3= Num.incognitas = Siste. Compatible Deter min ado

Soluciones para el Sistema Compatible Deter min ado

-1 1 alf -1 1 a

2 a -1 |0 a+2 -1+2a (1 a+2 2a-1
12 -2 a’l |0 0 a’+2a 0 a(@+2) -a(a+2f a(a+2)
12 1 al  (a-2)-(2+a) = (a-2)-(2+a) (a-2)-(2+a) (a-2)

-1 a -1

2a -2 &’

2 -1 a 2 -1 a

-1 2 -1 3 0 -1+2a 3 2a-1 3 2a-

—(=1)- 2).
2a 2 a’| [2a+4 0 a’+2a - 2(a+2) a(aJFZJ_(a+ )‘2 a W

a2 @ra) @2@ra) @2k  (@-2@a)
_3a-4a+2 -a+2 a-2_

=-1
a-2 a-2 a-2

2 1 - 2 1 -

-1 a 2 3 a+2 0 3 a+2

Jea -2 2] pa+4 0 O _(_1)'2(a+2) 0] 2(@+2’ 2(a+2)
" (a-2)-(2+a) (a-2)-(2+a) = (a-2)-(2+a) (a-2)-(2+a) a-2
Solucion = (x, y, z)= (— a(gajzi) -1, 2£a_+22)J



Continuacion del Problema 1 de la Opciéon de Examen 1

Sia=-2

2 1 -2-1 4 5 05 4 5 05
-1 -2 -12|=-1 -2 -12|=-1 -2 -12 |=
-4 -2 4|2 -8 -10 010 0O 0 0|0

rang(A)=rang(A/B)= 2 < Num. incognitas = Sistema Compatible Indeter minado
4 5 05
5 5 5 5
-1 -2 -12 :>4x+5y:—5:4x:—5—5y:>X:Z+Zy:—z—zy—2y—z:2
0O 0 0|0

5 5 3 3 . 5 5 3 3
I=—-2+—-y-2y=———-—y=Solucion=(x,y,z)=| ———=4,4,————=1
4 4y y 4 4y (. 2) ( 4 4 4 4)
Sia=2
2 1 211 0 5 03 0 5 0|3 0 5 03
-1 2 -12|=-12 -12|=/-1 2 -2 |=-12 -12 |=

4 -2 4|2 0 6 0Q0 0 -30 0-50 0 0 0}]-32
rang(A)= 2 = rang(A/B)=3 = Sistema Incompatible

a) [2 PUNTOS] De entre todos los rectangulos de perimetro 16 cm., determina las dimensiones del
rectdngulo que tiene la diagonal menor. Calcula la longitud de dicha diagonal.

b) [1,5 PUNTOS] Calculael valorde a€ R, a > 0, para que el drea de la regién plana encerrada entre la
4
pardbola y = x* ylarecta y =a seaiguala 5 unidades de superficie.

a) Sea B la base y H la altura del rectangulo

10=2B+2H =B+ H=8=B=8-H _ & f6-Hf+n’-64_16H+H’+H’ =
D=+B’+H’ B B

, dD 1 2H -8 2(H-4)

= = (4H —16): = =D=0=>
dH  2\64-16H +2H? V64-16H +2H?  /64—16H +2H?
D V64—16H +2H? — 7 2H -8 _ (H -4)
2(H-4)=0=>H-4=0=H=4=D"=" > -2 2v64—16H + 2H
dH 64—16H + 2H
o 4D _, 64—-16H +2H? — (H —4)° _, 64-16H+2H’-H’+8H 16
dH® (64-16H +2H2\64—16H +2H?  (64—16H +2H2 W64 —16H +2H?
— 2 _Q. 2
5o 48-8H +H L D"(8)=2 48-8.4+4
(64-16H +2H2 W64—16H +2H> (64-16-4+2.4> N64-16-4+2.4



Continuacion del Problema 2 de la Opciéon de Examen 1

a) Continuacion

D"(4)=2 0432 2 2 1 V2 piimo
(64—64+321/64—-64+32 32432 42 22 4
H=4cm.
= D=v42+42 =\/32 =42 cm.
B=8-4=4cm.

b)
x*=0=x=0
a # 0= Sin solucion = No hay puntos de corte

x=1/a

a
=
X=-/a

Puntos de corteconOX = y=0= {

Puntos de corte entre funciones = x> =a= x = J_r\/g = {

Son simetricas, respecto a OY las dos funciones

Ja Ja
4:2_([a dx—2£x2 dx:%:Za [x]f—z-%-[xﬂf :>§=2a(\/5—0)—§.(\/a_3—0):>

wlbd w]

=2a\/5—§a\/5:>§:%a\/5:>a\/5:1:> az(\/g)z -’=>a’=1=a=31=1



3. Lospuntos A=(1,31) y B=1(21,3) son dos vértices consecutivos de un cuadrado. Los otros dos vértices

del cuadrado pertenecen a una recta r que pasa por el punto P = (2,7,0).
a) [1 PUNTO] Calcula la ecuacién de la recta r.
b) [1 PUNTO] Determina la ecuacién general del plano 7 que contiene al cuadrado.

c) [1,25 PUNTOS] Calcula las coordenadas de los otros dos vértices del cuadrado.

a) La recta r tiene que ser paralela a la determinada por A y B, siendo sus vectores directores iguales

X=2+A1
v, =AB=(2,1,3)-(1,3,1)=(1,-2,2)=>r={y=7-24
7=0+24

b) Al pertenecer los vértices C y D a la recta r estan alineados con el punto P que determina el plano que
contiene al cuadrado. Por lo tanto conocido AB, AP y AG, siendo G el punto generador del plano al ser

coplanarios el determinante de la matriz, que determina su producto mixto, es nulo y la ecuacién del plano
T

AB=(1,-2,2) x-1 y-3 z-
(27,® 1,3,1)=(1,4,-1) KABAAP AG‘ 4 -1|=0=
AG ( ,7)-(1,3,1)=(x-1,y-3,2-1) 1 -2 2
8( )( 3)-2(z-1)-4(z-1)-2(x-1)-2(y-3)=0=6(x-1)-3(y-3)-6(z-1)=0=

2(x-1)-(y-3)-2(z-1)=0=>7=2x-y-22+3=0
c) Larectar es paralela a la determinada por A y B, y los vectores BC y AD, siendo C y D los vértices

consecutivos buscados, son perpendiculares a la recta que une A 'y B, que tiene como vector director el
gue pertenece ar, y por ello los productos escalares de dichos vectores y el AB son, ambos, nulos

X=2+1
Los puntos C y D quedan deter minados por la ecuacion paraméticader=<y=7-21
z=0+241

v, =(.-2,2)

BC=(2+Ac ,7-24¢ ,24:)-(2,1,3)=(4. ,6-24. , 24, —3)
AD=(2+1,,7-245,225)-(1,3,1) =+ 4, ,4-24, , 24, —1

—

_ vLBC:v K:O
) _LAD:>V .AD = O

1,-2,2)(1 ,6-24c ,24. -3)=0=> A, —12+4). +44. -6=0=91. -18=0=> 1. =2
{@,—2,2}@+1D,4—2%“ZAD—D:0:31+1D—8+41D+42D—2=0:»9&D—9=0:>ﬂc:1:>
X=2+2
Ciy=7-2.2=C(4,3,4)
z=0+2-2
x=2+1
Diy=7-2-1=D(3,5,2)
z=0+2-1




OPCION DE EXAMEN N° 2

1.
, 1 —1
a) [2 PUNTOS] Dada la matriz A = s 1) determina la matriz B que verifica A+B=A-B.
b)[1,25 PUNTOS] Sea M una matriz cuadrada tal que det (M) =—1 y det ((-2)M) = 8. Calcula el
tamano de la matriz M .
a)

ALB = 1 -1 N a b B a+l b-1
. a b 2 1 ¢c d) lc+2 d+1 a+l b-1 a-c
Siendo B = = = =
c d AB- 1 -1)(a b) {a-c b-d c+2 d+1
{2 1)lc d) \2a+c 2b+d

at+l=a-c=>c=-1

b-1=b-d=d=1 . 1
c+2=2a+c=>2a=2=a

_1=B= 2
1 -1 1
d+1=2b+d :>2b:1:>b:E

b)
Siendo n el orden o tamafio de la matriz cuadrada
det[(-2M)]=(-2)" -det(M)=(-2)"-|M|=(-2)"-(-1)=8=2"=8=2"=2°=n=3

2.
ax’ +bx+c
a) [1,5 PUNTOS] Considera la funcién f(x) = ,}74 Halla los valores de a, b y ¢ paraque la
X -
grafica de la funcién f tenga como asintota horizontal la recta y = —1 y un minimo en (0,1).
. : . |=x*+1 si x<0
b) [1 PUNTO] Estudia sila funcién g(x) = - es derivableen x =0.
1 si x2
c) [1 PUNTO] ;Cudntos puntos de inflexién puede tener como mdximo una funcién polinémica de grado
cuatro?
a)
aXZ+bX+C a+b+C a+b+C
_ax®+bx+c o x2 xZ %2 .. X X2 © o a+0+0
y=Ilim > =—=Iim 5 =lim = = =
X—>0 X -4 o0 X—ow® X 4 X—o0 1 4 1 4 1-0
x*  x? x? 0

Comoy=-1=a=-1

b-d

2a+Cc 2b+d

|



Continuacion Problema 2 de la Opci6on de Examen 2
a) Continuaci 6n

f'(x)= (2ax+b) (x* —4)-2x (ax? +bx+c)  2ax® +8ax+bx? — 4b— 2ax® — 2bx? — 2cx

(X2 - 4)2 ) (x2 -~ 4)2

2 2
f,(x):—bx +(8a—2c)x—4b . conac 1o f,(x):—bx —(8+2c)x—4b by

e —a]

—0%+b-0+c C

f(O):lzv: :>—Z=1:>c:—4 (recuerda que a = —1) :f(x):_xz_4
f(0)—0m 20 =Br2(4N0-db o -4 o 4 oo p_g X" —4
(0% - 4) 16
X2 +4
F(x)=—
) x? —4

Para que una funcion sea derivable inicialmente tiene que ser continua, cumpliendo las igualdades de la
funcion y los limites a derecha e izquierda del punto de discontinuidad, para después cumplir la igualdad de
los limites de la derivada a derecha e izquierda del punto en estudio. El punto de discontinuidad, en esta
funcion g(x), es x =0

limg(x)=0"+1=1 . . y .
gix)= im o(x)=1= Siendo g(x) = lim g(x)= lim g(x)=1= La funcién es continua

2x si x<0 [limg'(x)=2-0=0
! = x—0" : ' ST . _
g(x)_{o si. x>0 :{ limg'(x)=0 SJL@Q(X)—XILTg(x)_o

x—0"
La funcion g(x) es derivable

c)
la segunda derivada de una funcién de cuarto grado es una funciéon de segundo grado, como méaximo, por
lo tanto los puntos de inflexiéon que puede tener son, como maximo, dos 0 ninguno



-5

. X
3. Considera la recta ?‘F—1:_\-'—2: z y sea § la recta que pasa por los puntos A=(1,6,6) y

B=4.c,5).

a) [1,5 PUNTOS] Determina el valor del pardmetro ¢ para que las rectas r y § se corten. Halla el punto
de corte P.

b) [1 PUNTO] Calcula la ecuacion general del plano 7 que contiene a las dos rectas 7 y §.

c) [0,75 PUNTOS] Halla el coseno del dngulo & que forman las rectas r y §. (Si no has determinado el
valor del pardmetro ¢, calcula cos ¢ en funcién de ¢ ).

a) lgualadas las ecuaciones paramétricas de las dos rectas el sistema de ecuaciones lineales tiene que ser
compatible determinado. Dado que las incégnitas son dos y las ecuaciones tres el determinante de la matriz
de los coeficientes ampliados tiene que ser nulo para que su rango sea dos igual que el rango de la matriz
de los coeficientes que buscaremos entre los minimos resultantes.

La recta s que une A con B tiene como vector director AB y quedara determinada por uno cualquiera de sus
puntos (tomaremos A).

X=5-4
r= y=2;l 5-4=1+3u
=
e1i3y 2+/1/1=_6g(c—6),u:>
v.=AB=(4,c,5)-(1,6,6)=(3,c-6,-1)=>s=1y=6+(c—6)u oA
Z2=6—u
A+3u=4 L3 4 34
A-(c—6)u=4=|A/B|=0=|A/B|=[lL 6-c 4/=[0 3-c 0=1-‘ , 2‘=6—2c:>6—20=0:>
A+u=6 1 1 6 [0 -2 2

1 3
20=6:>c=3:>|A|=‘1 1‘:—2;&0: Sic=3= rang (A)=rang (A/B)= 2 = Nimero de incognitas

X=5-7=-2
A+3u=4 -
o :>—21:—14:>/1:ﬂ:7:>P y=2+7=9 = P(-2,9,7)
-34-3u=-18 -2 77

b) El plano 7z queda determinado por los dos vectores directores de las rectas y por el vector PG, siendo G
el punto genérico del plano. Como lo tres vectores son coplanarios el determinante de la matriz que forman
es nulo y la ecuacién pedida

v, =(-1,1,1) X+2 y-9 z2-7
v,=(3,3-6, —1)—(3 ~3,-1) Sr=[-1 1 1 |=0>
PG=(x,y,2z)-(-2,9,7)=(x+2,y-9,2-7) 3 -3 -1

(x+2)+3(y 9)+3(z— )— 3( 7)+3(x+2)-(y-9)=0=>2(x+2)+2(y-9)=0=
(x+2)+(y-9)=0=>7=x+y-7=0



Continuacion Problema 3 de la Opciéon de Examen 2

c) El coseno del &ngulo & que forman dos rectas es el mismo que forman sus vectores directores y es el
cociente entre el valor absoluto del producto escalar de los directores y el producto de sus mdédulos

Conocido ¢

j’:(_l,l,l) :>c03azﬁ‘vi - (-1,1,1)-(3,-3, -1) _[-3-3-1 |7 757
v, =(3,-3,-1) AR VAN +12+12-\/32 3P +(1f V3419 457 57
o = arc cos (7\/5_7j =22°6"
Sin conocer ¢
cos V-V, (-1,1,1)-(3,c-6, —1)| [-3+c-6-1 c-10]

o =1="7=

Vi-ve| (1P 412 12 32 4 (c—6) +(-1) " 3410+ (c—6f ~3-10+c? 12c+36
c—10|

COS o =

\3-4/46+c¢% —12¢



