Ejercicio 1 [2.5 PUNTOS] Considera el sistema de ecuaciones: {2(1++(t1)x t):)):y_t tdependiente del parametro
t.

1) [1 PUNTO] Determina para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica y resuélvelo en ese caso,
expresando la solucion en funcion del parametro t si es necesario.

2) [1 PUNTO] Determina para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.
3) [0.5 PUNTOS] Determina para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Solucion

1)

Determina para qué valores de t el sistema tiene solucién Unica y resuélvelo en ese caso, expresando la
solucion en funcion del parametro t si es necesario.

1 1t 1 1t t . - . .
Sea A= y A* = la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
1+ -3 1+ -3 -t

1 1-t
Como |A| = ‘ ‘ =-3-(1-1)=t2-4=(t-2)(t+2). De |A] =0 tenemos (t - 2)(t + 2) = 0, por tanto t = -2

1+ -3
yt=2.

Sit£-2 y t#2,]A| #£0, tenemos rango(A) = rango(A*) = 2 = ndmero de incégnitas, por el Teorema de
Rouche, el sistema es compatible y determinado y tiene solucio n Unica.

. 1 3 1 3 -2
Sit=-2, tenemos A= y A* = .
-1 -3 -1 -3 2

3 1
En A como 3 =-3+3=0, rango(A) = 1. En A* como =2-2=0,rango(A*) =1

Sit=-2, tenemos rango(A) = rango(A*) =1 < numero de incognitas, por el Teorema de Rouché, el siste-
ma es compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones , (més de una).

. 1 -1 1 -1 2
Sit=2, tenemos A = y A* = .
3 -3 3 -3 -2

1
En A como ;" =-3+3=0, rango(A) = 1. En A* como 3 =-2-6=-8#0, rango(A*) = 2.

Sit=-2, tenemos rango(A) =1 # rango(A*) =2, por el Teorema de Rouchég, el sistema es incompatible y
no tiene solucién

Sit£-2 y t#£2,]|A] £0, el sistema es compatible y determinado y tiene solucio n Unica, vamos a re-
solverlo por Cramer:

t 1t
-t -3 _t(-3+1-t)_ t(-t-2) _ -t Lt t(-2-1-)  t(t-2) -t
1 14 (t2@+2) (t2)t+2) t2) "7 |1 14 @t2)(t+2) (t-2)(t+2) (t-2)
1+t -3‘ 1+t -3‘

LA solucion del sistemacont #-2 y t#2es(X,y)=(-t/(t-2),-t/(t-2))

(2)

Determina para qué valores de t el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvelo en ese caso.

1 t

Hemos visto en el apartado (1) que parat = -2 tiene mas de una solucién y como el rango es 1, sélo necesi-
tamos una ecuacion, la 12.

De x+3y=-2,tomandoy =A 0OR, x=-2 - 3\, y la solucién del sistema parat =-2 es:

X, y)=(2-3A,A) con AOR.

(3

Determina para qué valores de t el sistema no tiene solucion.

Hemos visto en el apartado (1) que parat = 2 el sistema no tenia solucién.



Ejercicio 2 [2.5 PUNTOS] Considera la funcién f(x) ~1-cosk) cos() .
1) [0.5 PUNTOS] Calcula la derivada primera
2) [0.5 PUNTOS] Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1.
3) [1 PUNTO] Calcula Iingf(x).
4) [0.5 PUNTOS] Calcula las asintotas.
Solucién
1)
Calcula la derivada primera

1 - cos(x , x-sen(x) - 1-(1 - cos(X x-sen(x) + cosi) - 1
fo) = L0080 _ x-5€N09 - 1-(L - cOs()_ x-sen(q) + cos)

X X X

(2)
Calcula la pendiente de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 1t

rsen(ir) +cos(r)-1 0-1-1 -2

La pendiente de la recta tangente en x =1t es f'(7n1) = e = =z

(3)

Calcula Iingf(x) .

Recordamos la regla de L'Hopital (L'H), que nos dice que si “f” y “g” son funciones continuas en [a -0, a + 9],

. f . f!
derivables en (a -9, a + 9), verificando que f(a) =g(a) =0 y lim ﬂ =9, entonces si existe lim ﬁ se
x=a g(x) O =2 g'(x)
verifica que lim ﬂ =lim 1) . Laregla es vélida si tenemos o/, y también si x — o)
=2 g'(x) *x-a g(x)

Como |lim

X -0 X
(4)
Calcula las asintotas.

1 - cos(x) _ 1—1:9, L' b= m sen(x) :sen(O): 0.
0 x-0 1 1

Sabemos que la recta x = a es una asintota vertical (A.V.) de la funcién f(x) si limf(x) =+ oo,
X-a

0, larecta x =0 no _es una asintota vertical

Como fim==605®) _J1=1_0 . 1 iy Sen() _sen(0)
x-0 X 0 0 X-0 1 1

de f(x).

Sabemos que larecta y=b es una asintota horizontal (A.H.) de la funcién f(x) si limf(x) =b.

. 1-cos(x) _ 1-cos(ze)_ Funcién acotada
Como lim = =
X ko0 X +oo +00
f(X) en o0, por tanto no tiene asintotas oblicuas en  +co.

=0, larecta y=0 es una asintota horizontal de

x=3-1
Ejercicio 3 [2.5 PUNTOS] Considera los puntos A=(2,1,5),B=(3,4,1)ylarecta r=qy=4-31.
z=1-4)

1) [0.5 PUNTOS] Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacidn de la recta que contiene al
rayo laser para que impacte en el punto B.

2) [1 PUNTO] Calcula la ecuacién de una recta que pase por B y sea perpendicular al rayo y a la recta r.

3) [1 PUNTO] Calcula la ecuacion del plano que contiene al rayo y a la recta r.

Solucion

1)

Se emite un rayo laser desde el punto A. Calcula la ecuacién de la recta que contiene al rayo laser para que
impacte en el punto B.

X=2+m
La recta s pedida tiene como punto el A =(2, 1, 5) y como vector el AB = (1, 3, -4), es s:9y =1+ 3m con
z=5-4m

mOR.



2
E:;Icula la ecuacion de una recta que pase por B y sea perpendicular al rayo y a la rectarr.
Como la recta t pedida es perpendicular a la recta r y s su vector director w sera el producto vectorial (x) del
i ] k|Adjuntos
vector director u = (-1,-3,-4 ) y el vector AB =(1,3,-4) de larecta s, es decir w=uxv =|-1 -3 -4| primera =
1 3 -4 fila
=i(12+12) - j(4+4) + k(-3+3) = (24, -8, 0), otro proporcional es w1 = (3, -1, 0) luego la recta pedida es
x=3+3n
ttyy=4-n conn OR
z=1
3

Calcula la ecuacion del plano que contiene al rayo y a la recta r.

X=2+m x=3-1
Me piden el plano tque contiene a las rectas s:qy=1+3m y r={y =4 -3, que vemos no son paralelas,
z=5-4m z=1-4A

porgue sus vectores no son proporcionales.

El plano pedido tttiene por punto el de r, M(3, 4, 1), y como vectores independientes w1 = (0, 1, 0) y
u=(-1,-3,-4).
x-3 y-4 z-1 Adjuntos
Elplano pedidoes m |1 3 -4|primera = (x-3)(-12-12) — (y-4)(-4-4) + (z-1)(-3+3) =0 =
-1 -3 -4 fila
=-24x+8y+40=0=3x-y-5=0.

Ejercicio 4 [2.5 PUNTOS]

Un tenista juega el 20% de sus partidos en tierra batida y el resto en otras superficies. Jugando en tierra
batida gana el 90% de sus partidos, pero en otras superficies, solo consigue ganar el 40% de los partidos.
1) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en qué super-
ficie juega.

2) [1.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo
gue ha ganado dicho partido.

Solucién

1)

Calcula la probabilidad de que gane un partido concreto, sin que sepamos en qué superficie juega.

Llamemos T, R, G, y G€, a los sucesos siguientes, “jugar en tierra batida", “jugar en el resto de superficies",
"ganar partido” y "no ganar partido ", respectivamente.

Datos del problema: p(T) = 20% = 0'2; p(G/T) =90% = 0'9; p(G/R) = 40% = 04, ...
Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la

suma de las que parten de un mismo nodo vale 1).
G

GC

Me piden p(ganar un partido) = p(G)

Por el teorema de la Probabilidad Total:

Tenemos: p(G) = p(T).p(G/T) + p(R).p(G/R) = (0'2)-(0’9) + (0'8)-(04) = 1/2 = 0'5.
(2)

Calcula la probabilidad de que haya jugado un partido concreto en tierra batida sabiendo que ha ganado

3



dicho partido.
Me piden p(jugar en tierra batida si ha ganado) = p(T/G)
Por el teorema de la Probabilidad Total:

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:
pTnG) _ p(T)-p(G/T) _ (02):(0'9)
p(G) p(G) 0'5

p(T/G) = = 9/25 = 0'36.

Ejercicio 5 [2.5 PUNTOS] Considera la ecuacion matricial AX - X = B, siendo Azﬁ alj Bz( 3 Oj, en
donde a es un parametro real.

1) [1 PUNTO] Despeja la matriz X de la ecuacién anterior.

2) [0.5 PUNTOS] Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.

3) [L PUNTO] Calcula X paraa = 1.

Solucién

(1)

Despeja la matriz X de la ecuacién anterior.

De AX - X =B - (A —1)-X = B. Multiplicando por la izquierda por la inversa de la matriz A — | = C, suponien-
do que exista, - C*C:X=C!B - I'©X=C%.B - X=C%B=(A-I)!B.
(2)

Halla los valores de a para los que no es posible calcular X.

Existe la matriz inversa de C = A - | si det(C) = |C| £ 0, luego para los valores de a que verifiquen det(C) =0
no es posible calcular la matriz X.

o)

posible calcular la matriz X.

(3)

Calcula X paraa=1.

Como |C|=|A-1]= 1 a

1 -
:‘ ]1 =a-1+1=a,luegosi a=0 noexisteC 1= (A-)'ynoes

1 -1
Paraa=1,C=A-1I=
10

1 - 11 0 1
Sabemos que C'=—— Adj(C!): |C| = —0+1=1; C'= . Adi(C)= :
IC| 10 10 11
C-l_

—i-Adj(C‘F}[O 1HO 1)'L”eg°x=c'l'8=(A—l)'1-B=[0 1}(3 Oj=(_6 3)-
ICI 1\-1 1) (111 1 1le 3179 3

sen(x) si x< 72

Ejercicio 6 [2.5 PUNTOS] Considera la funcién f(x) =4 2 ) , siendo a un parametro real.
—+a si x>7m?2
X

1) [0.5 PUNTOS] Halla a para que f(x) sea continua.
2) [0.5 PUNTOS] Calcula lim f(x) .

X - 00

3) [0.5 PUNTOS] Halla una primitiva de f(x) para x < 172.

4) [1 PUNTO] Calcula el area de la regioén limitada por la funcion y = f(x), las rectas x = 0, x = W2, y el eje
OX de abscisas.

Solucién

(1)
Halla a para que f(x) sea continua.
Solo falta estudiar la continuidad de f(x) en x = 1W2.

Sabemos que fes continua en x = 12 si f(77/2) = Iirr/12_f(x) = Iirrl12 f(x)



fm2)= lim f) = lim sen(7#2)=1. lim fx)= lim (3 + aj -2 ta=24a

X - 71/ 2- X - 1712~ X 71l 2+ x-ml2+\ X 7712 T
Igualando tenemos 1 = 4/t + a, de donde a = 1 — 4/ Ttpara que f(x) sea continua .
2

Calcula limf(x).

X =00

Tenemos lim f(x) = lim sen(x) = sen(-e), funcion acotada entre -1y 1, luego no existe lim f(x) .

Tenemos lim f(x) = lim (E +a) = 2 +a=0+a=a
X — +00 X — +00 X

+00
3
Halla una primitiva de f(x) para x < 172.
Una primitiva de f(x) es : F(x) = _[sen(x)dx =-cos(x) + K.

(4)

Calcula el &rea de la regién limitada por la funcion y = f(x), las rectas x = 0, x = 102, y el eje OX de abscisas.

Area =, luego el area pedida es jonlzf(x)dx = J'Omsen(x)dx = [-cos(x)]!” = (-cos(112)) — (-cos(0) ) u? =
= (0- () w=1u2

Ejercicio 7 [2.5 PUNTOS] Considera los puntos A=(1,3,1),B=(4,1,-2),C=(3,5,2),D=(1,1, 3).
1) [1 PUNTO] Halla la ecuacién del plano, 1, que contiene los puntos A, B, C.

2) [0.5 PUNTOS] Comprueba si el punto D esta contenido en el plano 1t

3) [1 PUNTOQ] Calcula el &ngulo que forman los vectores AB y AC.

Solucién

1)

Halla la ecuacion del plano, 11, que contiene los puntos A, B, C.

Para un plano necesitamos un punto, el A = (1, 3, 1), y dos vectores independientes, el AB = (3, -2, -3) y el
AC =(2,2,1).
x-1 y-3 z-1Adjuntos
El plano pedido es m=det(AX, AB,AC)=0= |3 -2 -3|primera =
2 2 1 fila
= (Xx-1)(-2+6) - (y-3)(3+6) + (z-1)(6+4) = (x-1)(6) - (y-2)(16) + (z-1)(-2) =4x -9y + 10z + 13 = 0.
2

Comprueba si el punto D esta contenido en el plano 1.

D O mtsi verifica su ecuacion. Como 4(1) - 9(1) +10(3) +13=38#0,D 01
3)

Calcula el angulo que forman los vectores AB y AC.

Sabemos que de cos(<AB, C>) = (AB«AC) / (||AB||JJAC]||) se obtiene el angulo que forman AB y AC.
Tenemos: AB<AC =(3,-2,-3)¢(2,2,1)=6-4 -3 =-1.
IAB ] = V( (3)*+(2)>+(3)? ) = V(22); ||AC|| = V( (2)*+(2)**+(1)? ) = V(9).

Luego el &nulo es: o = (<AB, AC >) = arcos[ (AB«AC)/(||AB||JJAC||) ] = arcos( -1/¥(22-9) ) 094'075269°.

Ejercicio 8 [2.5 PUNTOS] En la Unién Europea hay aproximadamente 250 millones de hombres adultos, de
los cuales 12 millones miden mas de 190cm. En Holanda hay aproximadamente 7 millones de hombres
adultos, cuya altura sigue una distribucién normal con media 184 cm y desviacion tipica 7 cm.

Supongamos que elegimos un hombre adulto al azar de toda la Unién Europea.

1) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm.

2) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que sea holandés.

3) [1 PUNTOQ] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm sabiendo que es holandés.

4) [1 PUNTOQ] Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide més de 190 cm.

Solucién

(1) [0.25 PUNTOS] Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm.



P(mida mas de 190) = n° favorables/n® posibles = 12/250 = 0'048.
2

Calcula la probabilidad de que sea holandés.

P(ser holandés) = n° favorables/n® posibles = 7/250 = 0'028.
3)

Calcula la probabilidad de que mida mas de 190 cm sabiendo que es holandés.

Si es holandés la variable X, estatura, sigue una distribucion normal N(u,0) = N(184, 7).

190 - 184
7

Me piden p(X = 190) = {tipificamos} = p(Z = =p(Z =2 0'86) = {suceso contrario} = 1 - p(Z < 0'86)

=1-0'8051 = 0'1949.
(4)

Calcula la probabilidad de que sea holandés sabiendo que mide mas de 190 cm.

p(holandes y mas de 190 cm) _
p(mas de 190 cm)

Piden p(ser holandés si mide méas de 190 cm) =

_ P(holandes)-p(mas de 190 cm si es holandes y )

- = (0'028-0'1949)/0'048 [00'11369.
p(mas de 190 cm)




