PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

JUNIO — 2011 (GENERAL)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar
los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmEmstruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A

1°) Calcular el area de la region finita y limitgolar la gréfica def(x)=x*-x+1 y la
recta tangente a la grafica de f en el punto deisdhs = 1.

La pendiente de la tangente de una funcion erunioges el valor de la derivada
de la funcion en ese punto.

f'(x)=3x*-1= m=f'(1)=3-1°-1=3-1=2=m.

El punto de tangencia esfl)=1°-1+1=1= A1, 1).

La ecuacion de la recta que pasa por un puntocaada pendiente viene dada
por la férmulay -y, =m(x-x,), que aplicada al caso que nos ocupa es:

t=y-1=2(x-1) ;; y-1=2x-2 = Recta tangente y = 2x-1.

Los puntos de corte de la funcién y su tangentebsienen de la ecuaciéon que



resulta de la igualacion de sus expresiones:

— — V3 _
y—2f(x)1—x X+1}:>x3—x+1:2x—1 ;; x*—3x+2=0. Resolviendo por Ruffini:
y =2X—
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0

Los puntos de corte son A(1, 1), que es el puattadgencia, y B(-2, -5).

Como no hay mas puntos de corte, las ordenadastderlalo (1, -2) tienen que
ser todas mayores en la funcion o en la tangeate; gveriguarlo consideramos un va-
lor sencillo del intervalo, por ejemplo, x = 0: ¥(® 1; y(0) = -1. Las ordenadas de la

YA TE funcién son mayores que las correspondientesania t
gente.
f(x) =x3—x/+1

Otros puntos de la funcién son C(0, 1), D(1,1) y
E(2, 7).La representacion gréafica de la situacamo-
ximadamente, es la que se indica en la figura &aljun

El valor de la superficie pedida es:

S= j[f )-y] - dx= j[(x3—x+1)—(2x—1)]-dx=

-2

7 x*  3x? b
—j(x3—3x+2) dx= [7 7+2x]2—

-2

:(g— 3L, 24)—[(‘2)4 - 3'(;2)2 +2-(—2)}:

4 2

_1 3,5 (1812 N1 35 sipea=t 3,g-176%3
2 4 2 4 2 4
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Jx  si0sxsi
2°) a ) Estudiar si la funcion :[0, 2] - R dada porf(x)=1 3 |

_EX +Zx—1 Sil<x<?2

fica las hipotesis del teorema de Rolle. Enundelialteorema.

, veri-

lim cos(2x)-e™ - x

b ) Calcular
X -0 X - senx

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar del modoesite:

Si f(x) es una funciéon continua en el intervalpldhy derivable en (a, b) y si se
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un punitt(a, b) tal que f'(x) = 0.

La funcién f(x) es continua €0, 2|, excepto para x = 1, cuya continuidad es du-
dosa, y que vamos a determinar a continuacion.

Para que la funcion f(x) sea continua para x rerdetque cumplirse que los limi-
tes por la izquierda y por la derecha sean igualegjales al valor de la funcion en ese
punto:

X -1 X -1
Para x=1= = f(x) es continua
lim lim
. f(x)= Seerlyq]=-34+1 921
X -1 X-1{ 2 -
parax = 1.

f(x) es continua y derivable dn, 2] por lo cual, le es aplicable el teorema de Ro-
lle en el intervalo considerado.

f(0)=v0=0

f(2):—§ 22+ 2-1=-6+7-1=0
2 2
La funcién f(x) cumple las hipoétesis del teoremaRade en el intervalo [0, 2].

b)

lim e - _e®-0 1-
cos(2x)-e™ ~x _cos0-e?-0_1-1_0 = Indet = {L'Hopital} =
X-0 X - senx 0-sen0 0-0 O




lim -2sen(2x)+e™-1_-2sen0+e”-1_-0+1-1_0

= Indet. = {L'Hopital} =
X - 0 1-senx+Xx-cosx 1.0+ 0-1 0+0

lim  -4cos(2x)-e* _-41-1_ 5
X - 0 cosx+cosx-xsenx 1+1-0 _2°
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1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12|
13 14 15 16

39) a ) Calcular el rango de la mataz

b ) Si B es una matriz cuadrada de dimension gxy® determinante vale 4, calcula el
determinante de 5B y el dé.B

a)
1 2 3 4 12 3 4
5 6 7 8 : . |4 4 4 4
= = Restando a cada fila la anterior =
9 10 11 12 4 4 4 4
13 14 15 16 4 4 4 4
12 3 4
: .13 2 -10
= Restando de nuevo a cada fila la ant rO 0o 0 ol™ Rango A=2.
00 0O
b)
Sabiendo que B es de dimension 3 x 2 y|@le 4:
|5B|=5°-|B|=125-4=500=|5B|.
Se han tenido en cuenta las siguientes propiedades
12 . - Si una matriz se multiplica por un nimeaglos sus elementos quedan

multiplicados por dicho nimero.

22 . - Si una linea de un determinante (filaloroma) se multiplica por un nime-
ro real, el determinante queda multiplicado pohdinamero.

\BZ\=|B-B|=|B|-|B|=4-4=16=\BZ\.

Nos basamos en la propiedad que el determinante geoducto de matrices es
igual al producto de los determinantes de las oesri
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4°) a ) Determinar la posicion relativa de la re&a{

Y=X=1 | el plano n=x-y=0
2-2x=07 &P STy

b ) Hallar el plana perpendicular a que contiene a r.

a)

b)

X—-y=-1
Larectary el plane determinan el sistemgx-z=0.
x-y=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 -1 0 1 -1 0 -1
M=2 0 -1lyM'=[2 0 -10
1 -1 0 1 -1 0 0

Segun los rangos de M y M’ pueden presentarssidosentes casos:

Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comun)
Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plana puntos en comun)

Los rangos de M y M’ son los siguientes:

1-10
RangoM = |[M|=|2 0 -1/=1-1=0 = RangoM =2,
1 -10
1 -1 -1
RangoM' = {C, C,,C,} = |2 0 0|=2#0= RangoM'=3
1 -1 0

La recta r y el plana son paralelos.

El planoa, por ser perpendicularm@ tiene como vector director al vector normal

den, que esn =(1, -1, 0).

Un vector director de r es cualquiera que sealinente dependiente del produc-

to vectorial de los planos que la determinan; eggeliente:



i ]k
v, =[1 -1 O|=i+2k+j=i+j+2k=(112)=v, .
2 0 -1

-x=1 =x+1
Un punto de r esc={” = = x=0= A(0,10).
z-2x=0 Z=2X

La expresion general del plangedido es la siguiente:

X y-1 z
a(A; n, W): 1 -1 0|=-2x+z+z-2(y-1)=-2x+2z-2y+2=0.
1 1 2

a=x+y-z-1=0
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OPCION B

2 —
19) Seaf(x)= X —3**3,
x-1
a ) Determinar los intervalos de crecimiento y deniento, extremos relativos, inter-
valos de concavidad y convexidad y sus asintotas.

b ) Esbozar su grafica.

a)
Por tratarse de una funcion racional, su domieiaefinicion es R, excepto los
valores de x que anulan el denominadzff.) = R-{1}.

Para determinar los intervalos de crecimiento gre&@miento recurrimos a la
primera derivada:

()= (2x-3) - (x-1)—(x* -3x+ 3 -1 _ 2x* —2x-3x+3-x* +3x -3 _ X —2X _
) (x-1)° ) (x-1)° (x-127

El signo de f'(x) depende del numerador, ya quderominador es siempre posi-
tivo para los valores de x pertenecientes al damieidefinicion.

Las raices del numerador s&r=0 y x, =2, que considerando el dominio de la
funcién, lo dividen en los siguientes cuatro ingdos: (-«, 0), (0,1), (1, 2) y (2, +).

Los signos de la derivada en los anteriores iatesvson(+), (<), (-) y (+), res-
pectivamente, de donde se deducen los intervalosedaniento y decrecimiento:

f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)0(2, +o)

f'(x)<0 = Decreciere = (0, )0 (1, 2)

Los maximos y minimos relativos son los valores gnulan la primera derivada,
por tanto puede tener maximos y minimos en losgsude abscisas 0 y 2. Para que
existan los maximos o minimos es necesario quesransle, para esos valores, la se-
gunda derivada. Segun que la segunda derivadaeg@diva o positiva, el valor deter-
mina un maximo o un minimo relativo, respectivaraent

Fr(x) = (2x-2)- (x-1) —(x2 —2x) 2-(x-1) 1_ (2x-2)- (x—l)—2(x2 —2x)
(x-2)* (x-1)?




:2x2—2x—2x+2—2x2+4x: 2 :f”(x)
(x~-1) (x-1)° '

2 _ 2 :1:—2<0 = Maximo relativo para x=0.

-7 (1 -1

£(0)=

=-3 = Maximo: A0, -3).

2_n. _
F(2)=223:2+3_4706%3 11 Minimo: B(2 1).
2-1 11

Para que una funcidon tenga un punto de inflexioeogglicibn necesaria que se
anule la segunda derivada.

( 21)3 #0, OxOR = No tiene puntos de inflexion.
X_

Por serf"(x)=
Las asintotas son las siguientes:

Asintotas horizontales: son los valores finitos thma y cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

. . 2
lim f(x): lim x*>-3x+3

=+00 = No tiene
X — 00 X — 00 Xx—-1 _—

Asintotas verticales: son los valores de x quésanel denominadorx-1=0.

Asintotas oblicuas: Para que una funcion raciaerajd asintotas oblicuas es ne-
cesario que el grado del numerador sea una unidgdrngue el grado del denomina-
dor; como ocurre en nuestro caso.

Son de la forma y = mx + n; los valores de m yeroltienen como se indica a
continuacion:

x?-3x+3
Iim fx) lim x-1 _ lim x2—3x+3_

3 =m.
X -0 X X - © X X — 00 X" =X

lim lim ( x*-3x+3 lim x?2-=3x+3-x%+Xx [im —-2x+3
[1(-mi= "™ (X303 : =

X - 0 X — 00 x-1 X - 00 x-1 X >0 X—-3



=-2=n = Asintotaoblicua: y=x-2

b)
Con los datos anteriores, la representacion gréfecla funcion es, aproximada-
mente, la siguiente:

Xx—1

/
O
Xy

<

1

<
I

N
N\
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senx—ax
2°) a ) Hallar el valor de los parametrog b para los quef(x)={  x?
x*+b si x<0

si x>0

continua en R.

b ) Calcularl =I% - dX.

a)
Para que la funcion f(x) sea continua para x re@etque cumplirse que los limi-

tes por la izquierda y por la derecha sean igual@gjales al valor de la funcién en ese
punto:

[im lim senx-ax
fix)= ——— =0 (*
X - O_ ( ) X - O X2 - ()
Para x=0 = =
lim lim
X)= x“+b)=fl0)=Db
1= T (een)= ()= b
lim - lim o- lim - -
*) —senx2 s 0-0_0_ |ndet= L Hopital = cosx-a_1-a
X -0 X X-0 O 0 X -0 2X 0

Segun los valores dela expresion anterior tiene como valos i es indetermi-
nado para. = 1, que es lo légico, ya que los parametros dadonseales.

Parao = 1 el limite anterior continua de la forma signee

lim - - lim -
cosx-1_1 1:9: Indeter.= L Hopital = SenxX _

0.
X-0 2x 0O O X-0 2

. li li
Como tiene que ser 'mo_ f0= 'mo+ f(x), se deduce que b = 0.

—

Para gue f(x) sea continua en R tiene que.set y b = 0.

b)

1
Lx=u - du==dx
| =|—-dx= X = 1= Lx-(—lj—j—l-ldx=—1Lx+ji2dx=
1, _ X X X X X
Fdx—dvav——

N
x |

-1
-1 Lx+.[x‘2 dx=-1ix+X+c=-Lix-Ltsc =—1(Lx+1)+C =1.
X X -1 X X X
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X+y+z=1

39) Discutir, y resolver cuando sea posible, gkgig: < x-y-z=0 , segun los va-
3X+my+z=m+1

lores del parametro m.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

11 1 11 1 1
A=l1 -1 -1|yA=l1 -1 -1 O
3 m 1 3 m 1 m+l
11 1
|A|=1 -1 -1=-1+m-3+3+m-1=2m-2=0 = m=1.
3 m 1

Para m#1= Rango A=Rango A'=3=n° incog. = Compatible Determinado

11 11
Param=lesA=|1 -1 -1 0|= RangoM'= {C,=C,} =
31 12
11 1
={C,C,, C} =1 -1 0|=-2+1+3-2=0 = RangoA'=2.
31 2

Para m=1= Rango A= Rango A'=2<n° incdég = Compatible Indeterminado

Resolvemos para m 1, que es compatible determinado, aplicando léardg
Cramer:

1 1 1
0 -1 -1
m+1 m 1] -1-(m+)+(m+D)+m_ m-1 _1_
X = = = =—=X.
2m-2 2(m-1) 2m-1) 2~
1 1 1
1 0 -1
- 3 m+l 1| (m+1)-3+(m+1)-1_2m+2-4_2m-2 _2(m-1) _ iy

2m-2 2(m-1) ~ 2m-1)  2(m-1) 2(m-1) ==



11 1

1 -1 0
_[3 m m+1:—(m+ﬂ+m+&{m+ﬂz—2m—2+nH3: I-m __1_,
2m-2 2(m-1) 2(m-1) 2(m-1) 2

Resolvemos ahora para m = 1, que es compatibd¢endinado; es sistema resul-
Xx+y+z=1

taser<x-y-z=0 .
3X+y+z=2

Despreciando una de las ecuaciones, por ejempdodara, y parametrizando una
variable, por ejempla=4, resulta:

Xx+y=1-A4

:>2x:1;;x=£;;yzl—A—le—A—
X—-y=A1 2

N

1
=——-A=v.
2 77

-A¢, OAOR

NN N

X
Solucion <y =
z
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4°) a ) Hallar la recta r que pasa por el punto, A{l 0), esta contenida en el plano
=x+y=0,ycortaalarecta=sx=y=z.

b ) Hallar la distancia del punto B(2, -2, 2) adata s.

a)

El planon=x+y=0 Yy la rectas=x=y=2z son secantes por ser el vector normal
del plano,n =(1, 1, 0), y el vector director de s,=(31, 1 1), linealmente independientes y
no ser perpendiculares.

De la observacion de las ecuaciones del piayta recta s se deduce que su pun-
to de corte es el origen de coordenadas.

La recta r pedida es la que pasa por los puntos@@® y A(1, -1, 0), cuyo vec-
tor director esv =(1, -1, 0).
x=1+A
La expresion de r dada por unas ecuaciones pareasedsr ={y=-1-A.
z=0

b)

La distancia del punto B(2, -2, 2) a lataes viene dada por la siguiente formula:

_‘BPDV‘

d(B, s)= , siendo P un punto de la recta s yun vector director de la recta s.

v
Un punto de la recta s es P(0, 0, 0) y un vedtectbr de s es =(1, 1, 1).

BP=P-B=(-2 2 -2).

i ]k
k22 -2
a(B, 5= BPDV‘: 1 1 1] _|2i-2)-2k-2k+2i+2j| _|4i-4k| _
| v V12 +12 422 J1+1+1 3

4 +(-4) _16+16 _ 32 _ 4/2 _4/6
V3 ¥3 V3 V3 _3

unidades=d(B, s).
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