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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Indicaciones:

1.-Optatividad: El alumno debera escoger una dddasopciones, pudiendo desarrollar

los cuatro ejercicios de la misma en el orden qsee.

2.-Calculadora: Se permitird el uso de calculado@mprogramables (que no admitan

memoria para texto ni representaciones graficas).

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolBervaran fundamentalmente los

siguientes aspectos: correcta utilizacion de laxeptos, definiciones y propiedades

relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deefgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicion. Precision en los calculos y en lasaiotees. Deben figurar explicitamente

las operaciones no triviales, de modo que puedmmsgruirse la argumentacion légica

de los célculos.

OPCION A
1°) Sea la funcionf (x) = (2x? + 3) - e*:

a ) Estudiar asintotas, crecimiento, decrecimiesmttremos relativos, concavidad, con-
vexidad y puntos de inflexion.

b ) Esbozar su grafica.

a)
El dominio de f(x) es R yf(x)>0, OxOR, lo cual indica que la gréfica de la fun-
cion estd situada en los cuadrantes primero y siegun

Xiriw f(x):xirr:_m [(2X2+3)-ex]:oo.oo:+oo.

Iim _ [im 2 <1 o O 00 , .
A f(x)—x_’ _oo[(2x +3).e]=w-e ==, = nd.= (L'Hopital) =



lim 2x?+3 lim 4x 00 00 . im 4
= ~_=—=-— = Ind. = (L'Hopital)= ki
X -0 e~ X —0—-e% —ow 00 X > —0 g%

8|

=0.

El eje de abscisas es asintota horizontal de @dnn

Por no existir ningun valor finito de x que hagee da funcién tienda a valer infi-

nito, la funcion f(x) no tiene asintotas verticales
La funcidn f(x) no tiene asintotas oblicuas pariseompatibles con las asintotas

horizontales.

Para determinar los periodos de crecimiento yed@tiento recurrimos a su de-
rivada:

f'(x)=4x-e +(2¢ +3). e =e* (¢ +4x+3) ;; '=0= 2% +4x+3=0 =
x=_A4rvl6-24 “416_24 = xOR = f'(x)>0, OxOR = f(x) es mondtona creciente.

La funcidén f(x), por lo anterior, no tiene extresnelativos.

Una funcién es céncavi) o convexa(d) cuando su derivada sea negativa o
positiva, respectivamente.

fr(x)=¢" -(2x2 +4x+3)+eX (4x+4)=¢" _(sz +8x+7): £7(x).

f“(X):O = ex'(2X2+8X+7)=O - Ox2 +8x+7=0 X=_8im —81\/5_

4 4

_-8+2J2 _-4%42 W2 J2
- STy TRETET,

X, ==2+—.
4 ’ 2

Por serf"(x) continua en su dominio, que es el conjunto delmsero reales, las

raices dividen la recta real en tres intervalosrédis donde la concavidad y convexidad
son alternativas.

Teniendo en cuenta que'(0)=e°-7=1.7=7>0, los periodos de concavidad y
convexidad son los siguientes:

Concavidad= (n) = XD(—Z——, -2+—

Convexidad= (0) = xD(—oo, —2—%]D(—2+%, +ooj




Los puntos de inflexion son los valores que anildasegunda derivada y hacen
distinto de cero la tercera derivada:

f (X) =g -(2x2 +8x+ 7)+ e* -(4x+8) =e" '(2X2 +12X+15): f (X)

V2 V2

(452)20 = P. 1. para x=-2-20-27 y x= -2+ 0-13.

Los puntos de inflexion son, aproximadamente:
f(2)012 = P.1 = AR 27,12).
f(#2)017 = P. 1 = B(- 13 17).

Para la representacion grafica de la funcion determos, aproximadamente,
algunos puntos:

v4 ’
5
f(x) = (22 +3) - &
F o]
E -
—-"”2’
I o I
6 5 -4 3 -2 1T o 1x

f(-6)002 = C(-6,02). f(-4)006 = D(-4,06). f()021= E(- 05 21).
f(0)=3 = F(0,3). f(3)038 = G(025 38).

La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la de la figura.
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) Cokn (00 o) Cattr 7, LU0

a)

I:j sen(2x) _dx:jz-senx-cosx_dX:> 3+serf x=t N J'E-dt:
3+serf x 3+serf x 2-senx-cosx - dx=dt t

=Lt+C= L(3+serfx)+C.

-dx= L(3+serf x)+C

| =J» sen(2x)
3+serf x

b)
lim La+x)+LE-x)_ lim L[@+x)L-x)]_ lim L(1—x2):9:> nd.
X-0 X - senx X->0 Xx-senx X->0x-senx O
- 2X
lim 1-x2 lim - 2X

= {L'Hopital} = = :% = Indet =

X — 0 1-senx+x-cosx x - 0 {L-x?Jsenx+x - cosx)

= {L'Hopital} = fim ~2 =
X — 0 —2x - (senx+x - cosx)+(1- 2 cosx+1- cosx - x - senx)

= 2 :__2:—1
0+(1-0)1+1-0) 2 '

lim L(1+x)+L{1-x)
X -0 X - senx

=-1
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Xx+ay—-z=2
3°) Se considera el sistem2x+y+az=0, donden €S un parametro real. Se pide:
X+y-z=a+l

a ) Discutir el sistema en funcion del valor reabd

b ) Hallar la solucion del sistema para 1, si procede.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 a -1 1 a -1 2
M=l2 1 alyM=|/21 a 0
11 -1 1 1 -1a+1
El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:
1 a -1
IM[=]2 1 a|=-1-2+a’+l-a+2a=a’+a-2=0;; a:_112‘1+8:_1;\/§:
11 -1
2
azl . . .
Para {a# 2}: RangoM =RangoM '=3=n° incog. = Compatibledeterminado
11 -12
Paraa=1= M'=|2 1 1 0|= {F, =F} = RangoM'=2.
11 -12
Para a=1 = RangoM =RangoM'=2<n° incég = Compatibleindeterminado
1 -2 -1 2
Paraa=-2 = M'=[2 1 -2 0|={c,=-C,}= RangoM'={C,C,,C,} =
1 1 -1-1
1 -2 2
=12 1 0|=-1+4-2-4=-3#0 = RangoM'=3.
1 1 -1

Para a=-2= RangoM =2 ;; RangoM'=3= Incompatile




b)

X+ty-z=2
. Y : . 2X+y+z=0
Paraa = 1 es sistema resulta@x+y+z=0, equivalente al siste .\ 5
Xty-z=
X+y—-z=2

gue es compatible indeterminado. Para resolvederhasz=1 con lo que resulta:

2x+y=A } 2x+y=-)

= X==2-21;; Y=2+A-X=2+A+2+21=4+3)A =y
X+y=2+A

-X-y=-2-4

xX=-2-21
Solucion < y=4+34 , OAOR
z=A
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4°) Dados el punto A(2, 1, 1) y las recl:a5x-T =z-1Yy sz{X+ Y= O, se pide:

X+z=2
a ) Hallar la ecuacién de la recta que pasa pocétaarys.
b ) Hallar la ecuacioén del plano perpendiculagae pasa por A.

a)
La expresion de la recta s dada por unas ecuacparametricas es la siguiente:

X=A
X+y=0
E{ y = X=A;;y=-4;;2=2-1 = s=y=-4
X+z=2 ——

z=2-A
Un punto y un vector director de la rectar son M0 1) yv. =(1, 2, 1).
Un punto y un vector director de la recta s son (@) yv, =(1, -1 -1).
Los puntos A y M determinan el vectar=MA=A-M =(2, 3 0).

Los puntos A y N determinan el vectar=NA= A-M =(2, 1, -1).

La ecuacion del plana@ que pasa por A y contiene a la recta r tienedaiesnte
expresion general:

x-2 y-1 z-1

a(A- v, U)E 1 2 1 |=0;2(y-1)+3(z-1)-4(z-1)-3(x-2)=0;;
2 3 0

-3(x-2)+2(y-1)-(z-1)=0;; -3x+6+2y-2-2z+1=0;; @ =3x-2y+z-5=0.

La ecuacion del planp que pasa por A y contiene a la recta s tienegiaiesite
expresion general:

x-2 y-1 z-1
,B(A;VS’,V\})E 1 -1 -1|=0;;

(x=2)-2(y-1)+(z-2)+2(z-1)+(x-2)+(y-1)=0;; 2(x-2)-(y-1)+3(z-1)=0 ;;

2X—-4-y+1+3z2-3=0= [=2x-y+3z-6=0.




La rectat pedida es la que determinan los plano3 al cortarse:

t

3x-2y+z-5=0
2x-y+3z-6=0

b)
El planoc perpendicular a r que pasa por A(2, 1, 1) tiemaaccgector normal al
vector director de r, que es =(1, 2, 1).

La expresion general dees de la formay = x+2y+z+D =0.

Por contener al punto A tiene que satisfacer sacén:

= 2+ 2:1+1+D=0::5+D=0;; D=-5.

O=Xx+2y+z+D=0
A(211)

O=EX+2y+z-5=0
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OPCION B

1°) a ) Determinar en qué puntos de la graficaderciony = x°* - 6x* + 4x + 8 la
recta tangente a la misma es paralela a la sectx +7.

b ) Hallar el area de la regién comprendida emtseréctas x = 1, x = 4 y que esta limi-
tada por dichas rectas, la gréfica de la fundifg=|x* -4| y el eje OX.

a)
La rectay =4x+7 como pendiente m =4,
La pendiente a una funcidn en un punto es el vbdda derivada en ese punto.

y=3x-12x+4 = y'=m=4 = 3x*-12x+4=4 ;; 3’ -12x=0 ;; 3x(x-4)=0 =

x, =0 = y(0)=8 = T,(0, 8

~—

=
X, =4 = y(4)=4°-6-4+4.4+8=64-96+24=-8 = T,(4, -8)
b)
. - x> -4 si|x|<2
La funcion f(x)=| x* -4| puede redefinirse de la formafx)=1 _| | .
-x*+4 si|x|>2
I Ay ” La representacion grafica de la situacion es
y=[x-4 L la que indica la figura adjunta.
V =
B Los puntos A(1, 3) y B(4, 12) son los puntos
de corte de la funciorf(x)=|x*-4| con las rectas

/ y=4

/ { X =1y X =4, respectivamente.

De la observacion de la figura se deduce el
area a calcular, que es la siguiente:

4

(—x2+4)-dx+j(x2—4)-dx=

S=

P — N




:—§+8+1—4+%—16—§+8:§—4: 49-12 _37 u’=S.
3 3 3 3 3

3 3
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2°) a ) Determinar los extremos absolutos de laifum f(x)=x*>-4x+4 en el intervalo
[1, 4].

b ) Aplicando la definicion, estudiar la continuilda derivabilidad de la funcion f dada
Xx—x* si 0<x<1

por f(x)=1 |2y . , en el punto x = 1, donde L denota logaritmo nejmeri
Sl 1<X<

x-1
a)
La funcién f(x)=x>-4x+4 es una pardbola convexa) cuyo minimo absoluto
es el punto siguiente:

f'(x)=2x-4=0 = 2(x-2)=0 = x=20[1, 4].

f(2)=2°-4-2+4=4-8+4=0= A((2 0) = Minimo absoluto.

f(1)=1°-4-1+4=1-4+4=-1
f(x)=x*-4x+4= — Méaximo absoluto: x = 4.
f(4)=4>-4.4+4=16-16+4=5

Maximo absoluto del intervalo [1, 4} B(4, 4).

b)
X—x? si 0<x<1

La funcién f(x)=1{ |2y« G 1eyen es continua en R, excepto para x = 1, cuya

X-1
continuidad vamos a estudiar.

Para que la funcién f(x) sea continua para x ®ddique cumplirse que los limi-
tes por la izquierda y por la derecha sean igual@gjales al valor de la funcién en ese
punto:

lim _dime oy B
x-1 (X)_X”l(x <l lh=2 lim lim
Para x=1= , = f(x):f(l):xﬂ1+ f(x).
lim ( lim >x _ *)
X1 T Xolx-1 —
2-Lx 1
] ) ] ) . Lx-= )
lim L2x _ lim - (Lx) =0 Indet. = {L'Hopital} = im X=p. M Lx_
X-1x-1 x-1 x-1 0 — 1 X-1 X



La funcidn f(x) es continua para x = 1.

Una funcion es derivable en un punto cuando existenderivadas laterales en
ese punto y ademas son iguales.

1-2x si 0sx<1 -1 si 0sx<1
f(x)= Lx.(2x—2—2xLx) S 1<x<2 (1):»1“(1): Lx.(2x—2—2xLx) sil<x<2 (2)
x(x—l) x(x—l)
2-Lx-1-(x—1)—(Lx)2-1
1) f'(x): X _Lx -(2x—2—xLx)
(x-2y xx-1f
lim lim Lx-(2x-2-xLx)_0 .
2 f'(x)= =— = Indet L'Hopital
(2) _— (x) 1 = 5 = Inde = {L'Hopital} =
1 2 ,
lim —-(2x—2—xLx)+ Lx-(2—O—Lx—1) lim 2~ Lx+Lx-L°x
N X - X _
X1 (x-1)° +x -2(x-1) x -1 (x-1)(x-1+2x)
_lim Z_i_LZX lim 2_)2(_L2X

_O .
= T oA ot oy 1A awsq1- g = Indet = {L'Hopital
X—»l(X—l)(3X—1) X - 13x%-4x+1 0 nae { Opla} =

f'!l‘ ):t f'(l*) = La funcién f(x) no es derivable en x = 1.
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1 a -1
39 a ) Determinar, en funcion del parametrel rango de la matria={1 0 -1]|.
3 a a

b ) Sea C una matriz 2x2 de columnasy@, y de determinante 5, y sea B una matriz
2x2 de determinante 2. Si D es la matriz de cole#@ y C; — G , calcular el deter-
minante de la matriz B - D

a)
1 a -1
|Al=|1 0 -1|=-a-3a+a-a°=0; -a’-3a=0; -a@+3)=0= a =0, a,=-3.
3 a a
Paraoa # 0 yo # -3— Rango A = 3.
10 -1
Paraa=0= A=|1 0 -1|= {F,=F,} = RangoA=2.
300
1 -3 -1
Paraa=-3 = A=|1 0 -1|= RangoA=2.
3 -3 -3
Parao = 0ya =-3— Rango A = 2.
b)
|D|=|4C, C,-C,|=|4C, C,|+|4C, -C,|=|4C, C,|+0=4-|C, C,|=-4:|C, C,|=
=-4.5=-20=|D|.

Se han tenido en cuenta para hacer lo anterigidasentes propiedades de los
determinantes:

12.- Si se multiplican o dividen todos los elemerde una linea de una matriz, su de-
terminante queda multiplicado por dicho numero.

22.- Si los elementos de una linea de una matrideseomponen en dos sumandos, SL
determinante es igual a la suma de los dos detent@s obtenidos al considerar por
separado cada sumando de esa linea, y el resds tirdas iguales a las del determinan-
te inicial.

32.- Si se intercambian dos lineas de una matridegerminante cambia de signo.



423 - Si una matriz tiene dos lineas paralelas poopuales, su determinante es nulo.

Teniendo en cuenta que el determinante de un ptodie matrices es el produc-
to de los determinantes de las matrices:

‘B-D‘l‘:|B|-‘D"l‘:|B|-‘i‘:ﬂ:i:—i.
D| |D|] -20 10
‘B.D—l‘:_i
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X=3+2t
4°) Sea s la recta de ecuaciones paramétsicag=-1-t.

z=1
a ) Hallar la ecuacion de la recta r que pasa ppuo P(1, 0, 5) y corta perpendicu-
larmente a la recta s.

b ) Hallar la ecuacion del plano que contiene aIsy

a)
Un vector director de la recta s es=(2, -1, 0).

El haz de planos perpendiculares a la recta s tiene como vectaonaloal vector
director de la recta; su ecuacion general eex-y+D =0.

De todos los infinitos planos del hazel planor que contiene al punto P(1, 0, 5)
es el que satisface su ecuacion:

a=2x-y+D=0
P(1, 0, 5)

}:3 2:1-0+D=0;;2+D=0;; D=-2 = m=2x-y-2=0.

El punto Q de interseccion de la recta s y elgfaas el siguiente:

X=3+2t
s=yy=-1-t

z=1
m=2x-y-2=0

= 2-(3+2t)-(-1-t)-2=0;; 6+4t+1+t-2=0;;5t=-5;; t=-1=

x=3-2=1
= {y=-1+1=0; = Q(1 0, 1).
z=1

La recta r pedida es la que pasa por los punyo® P

Los puntos P y Q determinan el vector=QP= (1, 0, 5)-(1, 0, 1)

(0,0 4).

La expresion de r, dada por unas ecuaciones parease es la siguiente:

1
0
1+ A

,
1]

X
y
z



b)

Para hallar la ecuacién del plapgue contiene a r y a s tenemos en cuenta que ¢
cortan, por lo cual se puede determinar considerajue los vectores directores del
plano son los vectores directores de las rectammoqunto puede tomarse cualquier
punto de una de las rectas, por ejemplo: P(1,.0, 5)

x-1 vy z-5
,B(P; z VT)E 2 -1 0 |=0;; -4(x-1)-8y=0;; -4x-8y+4=0.
0O O 4

L=EXx+2y-1=0
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