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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
1.- OPTATIVIDAD: El alumno deberá escoger una de las dos opciones, pudiendo 
desarrollar los cuatro ejercicios de la misma en el orden que desee. 
2.- CALCULADORA: Se permitirá el uso de calculadoras no programables (que no 
admitan memoria para texto ni representaciones gráficas). 
CRITERIOS GENERALES DE EVALUACIÓN: Se observarán fundamentalmente 
los siguientes aspectos: Correcta utilización de los conceptos, definiciones y 
propiedades relacionadas con la naturaleza de la situación que se trata de resolver. 
Justificaciones teóricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas. Claridad y 
coherencia en la exposición. Precisión en los cálculos y en las notaciones. Deben 
figurar explícitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse 
la argumentación lógica y los cálculos. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Considere el sistema �� + 2� + 3� = 4
� + 3�� = 0      
� + 2�� = 1      . 
 �� Discutir el sistema según los valores del parámetro ɑ. 
 �� Resolverlo cuando sea posible. 

---------- ��  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �1 2 30 � + 3 00 0 � + 2�  � �� = �1 2 30 � + 3 00 0 � + 2    401�. 

 

     ���� � ⇒ �1 2 30 � + 3 00 0 � + 2� = 0;  
� + 3�
� + 2� = 0 ⇒ �� = −3, �� = −2. 

 �� � !� ≠ −3� ≠ −2# ⇒ ���� � = ���� �� = 3 = �º %�&ó�. ⇒ ). *. +. 



 

 

 Para � = −3 ⇒ �� = �1 2 30 0 00 0 −1    401� ⇒ ,-./ 0� = 1. 

 �� � � = −3 ⇒ ���� � = ���� �� = 2 < �º %�&ó�. ⇒ ). *. 3. 
 

Para � = −2 ⇒ �� = �1 2 30 1 00 0 0    401� ⇒ ,-./ 0� = 4. 

 �� � � = −2 ⇒ ���� � = 2;  ���� �� = 3 ⇒ ). 3. 
 ��  

 Resolvemos en primer lugar para � ≠ −3 y � ≠ −2. 
 � + 2� + 3� = 4
� + 3�� = 0      
� + 2�� = 1      5 ⇒ � = 0;   � = �67� ;   � = 4 − 2� − 3� = 4 − 867�. 

 )9:;&%ó�:  � = =67>67� , � = 0, � = �67�. 

 

�� � � =  −3 ⇒ !� + 2� + 3� = 4−� = 1  ⇒ � = ? ⇒ � = 4 − 2? + 3 = 7 − 2?. 

 )9:;&%ó�:  � = 7 − 2?, � = ?, � = −1. 

 

********** 
 

  



 

 

2º) Sean las rectas  ≡ � = � = � y B ≡ !� − � = 1  � − 3� = 1. 

 �� Comprobar que las rectas r y s se cruzan. 
 �� Calcular la recta que corta perpendicularmente a las rectas r y s. 
 

---------- ��   
Un punto y un vector director de la recta r son A(0, 0, 0) y CDEEEF = 
1, 1, 1�. 

 
 La expresión de s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

         B ≡ !� − � = 1  � − 3� = 1 ⇒ � = ?;  � = 1 + 3?;   � = � − 1 = 3? ⇒  ≡ G� = 1 + 3?� = 3?        � = ?         .  

 
 Un punto y un vector de s son B(1, 0, 0) y CHEEEF = 
3, 3, 1�. 
 
 Los vectores CDEEEF = 
1, 1, 1� y CHEEEF = 
3, 3, 1� son linealmente independientes por 
no ser proporcionales sus componentes, lo cual significa que las rectas r y s se cortan 
o se cruzan. 
 
 Se considera el vector IEF que tiene como origen el punto A(0, 0, 0) de r y como 
extremo el punto B(1, 0, 0) de s: IEF = 
1, 0, 0�. 
 
 Si el conjunto de vectores J CDEEEF, CHEEEF, IEFK son coplanarios las rectas r y s se cortan y 
si no son coplanarios, se cruzan. 
 
 Según que el rango del conjunto de vectores J CDEEEF, CHEEEF, IEFK sea menor o igual que 
tres los vectores que lo componen son linealmente dependientes o no, respectivamente. 
 

 ���� J CDEEEF, CHEEEF, IEFK ⇒ �1 1 13 3 11 0 0� = L1 13 1L ≠ 0 ⇒  J MNEEEEF, MOEEEEF, PEEFK = 4. 

 Q�B  R&S�B   � B BR & ;���, &9T9 SR�í�T9B V;R &9T� 9�� . 

 
b)  
 Para determinar la recta t, perpendicular común a las rectas r y s vamos a proce-
der del modo siguiente. 
 
 En primer lugar determinamos un vector WEEF que sea perpendicular común a las 
dos rectas. 
 

Un vector WEEF perpendicular a los vectores CDEEEF y CHEEEF es cualquiera que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de estos vectores: 



 

 

W′EEEEF = CDEEEF ∧ CHEEEF = �% Z [1 1 13 3 1� = % + 3Z + 3[ − 3[ − 3% − Z = −2% + 2Z ⇒ 

 ⇒ \EEEF = 
], −], ^�. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Determinamos dos planos π1 y π2 de la forma siguiente: 
 

_�
`; CDEEEF, WEEF� ≡ a� � �1 1 11 −1 0a = � − � − � + � = 0 ⇒  b]EEEEEF ≡ c + d − 1e = ^. 

 

_�
f; CHEEEF, WEEF� ≡ �� − 1 � �3 3 11 −1 0� = � − 3� − 3� + � − 1 = 0 ⇒ 

 ⇒  b1EEEEEF ≡ c + d − ge − ] = ^. 
 

 La recta t pedida es la intersección de los planos π1 y π2: 
 S ≡ h� + � − 2� = 0        � + � − 6� − 1 = 0. 

 
********** 
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3º) Considere la función j
�� = klm�kl7�. Calcular dominio, asíntotas, intervalos de 

crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexión. 
 

---------- 
 
 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
aquellos valores reales de x que anulan el denominador. Como quiera que �� + 1 ∉ 0 
para cualquier valor real de x: +
j� ⇒ �. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
ción cuando x tiende a más o menos infinito. 

 [ = limk→s j
�� = limk→s klm�kl7� = 1 ⇒  `Bí�S9S� ℎ9 %�9�S�:: � = 1. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 u9 S%R�R �Bí�S9S�B CR S%&�:RB. 
 

 No tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las asíntotas horizontales. 

Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 

 j�
�� = �k·
kl7��m
klm��·�k
kl7��l = �k·
kl7�mkl7��
kl7��l = =k
kl7��l. 
 
 �� � � < 0 ⇒  j�
�� < 0 ⇒  +R& R&%T%R�S9: 
−∞, 0�. 
 
 �� � � > 0 ⇒  j�
�� > 0 ⇒  * R&%T%R�S9: 
0, +∞�. 
  
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto cuando 
es condición necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria 
no es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la 
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 

 j�
�� = 0 ⇒ =k
kl7��l = 0;   4� = 0 ⇒ c = ^. 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 

         j��
�� = =·
kl7��lm=k·y�·
kl7��·�kz
kl7��{ = =·
kl7��m�|kl

kl7��} = =kl7=m�|kl


kl7��} = =m��kl

kl7��} =  

 



 

 

= ~�]m4c1�
c17]�4 . 

 

 j��
0� = =� = 4 > 0 ⇒ 0í.��� N��-��M� �-N- c = ^. 

 

 j
0� = �m��7� = −1  ⇒   �í�%T9: `
0, −1�. 

 
 Una función tiene un punto de inflexión para los valores que anulan la segunda 
derivada, siendo distinto de cero el valor de la tercera derivada para los valores que 
anulan la segunda. 
 

         j��
�� = 0 ⇒ =
�m8kl�
kl7��} = 0;   1 − 3�� = 0;  �� = �8 ⇒ c] = − √44 ;   c1 = √44 . 

 

 Siendo �� = �8 es j�∓√}} � = �}m��}7� = �m8�78 = m�= = − ��. 

 
 Teniendo en cuenta la simetría de la función con respecto al eje Y: 
 �;�S9B �R %�j:R�%ó�: f �− √88 , − ���  � * �√88 , − ���. 

 
********** 
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4º)  �� Enunciar e interpretar geométricamente el teorema de Rolle. 
 �� Hallar la primitiva de la función j
�� = �� · Q� cuya gráfica pasa por P (1, 0). 
 

---------- ��  
El teorema de Rolle se puede enunciar del siguiente modo: 

 
 “Si f(x) es una función continua en el intervalo [α, b] y derivable en (α, b) y si 
se cumple que j
�� = j
��, entonces, existe al menos un punto & � 
�, �� que cumple 
que j�
&� = 0”. 
 
 La interpretación geométrica puede 
apreciarse fácilmente en la figura adjunta. 
 
 Considerando la función f(x), continua 
en [α, b] y derivable en (α, b) existe, por lo me-
nos un punto N perteneciente al intervalo (α, b) 
en el que la recta tangente a la gráfica de f es horizontal. 
 
b) 

La primitiva �
�� de j
�� = �� · Q� cuya gráfica pasa por P (1, 0) es: 
 

�
�� = � �� · Q� · �� ⇒ � Q� = ; → �; = �k · ��
�� · �� = �C → C = k}

8
5 ⇒ Q� · k}

8 − � k}
8 · �k · �� =  

 = k}
8 · Q� − �8 · � �� · �� = k}

8 · Q� − �8 · k}
8 + * = c4

� 
4�c − ]� + �. 

 

 �
1� = 0 ⇒  �}
� 
3Q1 − 1� + * = 0; − �� + * = 0 ⇒ * = ��. 

 �
�� = k}
� 
3Q� − 1� + ��. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Consideremos la matriz � = ��
� − 4� � − 4� − 4 �
� − 4��. 
 �� Calcular el rango de M en función del parámetro ɑ. 
 �� Para ɑ = 1, resolver la ecuación � · ���� = −6 · ����. 

 
---------- ��  

 |�| = ��
� − 4� � − 4� − 4 �
� − 4�� = 
� − 4�� L� 11 �L = 
� − 4��
�� − 1� = 0 ⇒ 

 ⇒ �� = −1, �� = 1, �8 = 4. 
 �� � � ∈ � − J−1, 1, 4K ⇒ ���� � = 3. 

 

 Para � = −1 ⇒  � = � 5 −5−5 5 �. Para � = 1 ⇒  � = �−3 −3−3 −3�. 

 �� � � = −1 � � = 1 ⇒ ���� � = 1. 

 �� � � = 4 ⇒  � = �0 00 0�  ⇒  �� � � = 4 ⇒ ���� � = 0. 

 ��  

 �−3 −3−3 −3� · ���� = −6 · ���� ;  �1 11 1� · ���� = 2 · ���� ;  �� + �� + �� = �2�2�� ⇒ 

 ⇒  � + � = 2�� + � = 2��  � − � = 0� − � = 0�  ⇒  � = �.  

 
********** 

 
  



 

 

2º) �� Determinar la ecuación del plano que es perpendicular al segmento de extremos 
A (0, -1, 3) y B (2, -1, 1) y que pasa por el punto medio de dicho segmento. 
 �� Hallar el área del triángulo cuyos vértices son los cortes de los ejes coordenados con 
el plano _ ≡ 2� + � + 2� − 2 = 0. 

---------- ��  
 Los puntos A y B determinan el vector `fEEEEEF = yf − `z = 
−2, 0, 2�. 
 
 Un vector normal al plano � pedido es cualquiera que sea linealmente 
dependiente del vector `fEEEEEF = 
−2, 0, 2�, por ejemplo: �EF = 
1, 0, −1�. 
 
 El punto medio del segmento de extremos A y B es M(1, -1, 2). 
 
 La expresión general del plano pedido es � ≡ � − � + + = 0. Como el plano ɑ 
contiene al punto M, debe satisfacer su ecuación: 
 

 
� ≡ � − � + + = 0�
1, −1, 2�              �  ⇒  1 − 2 + + = 0;   ¡ = ]. 

 � ≡ � − � + 1 = 0. ��  
 Los puntos de corte del plano _ ≡ 2� + � + 2� − 2 = 0 con los ejes 
coordenados son los siguientes: 
 _ ≡ 2� + � + 2� − 2 = 0¢ZR £ → J� = 0, � = 0K � → 2� − 2 = 0; � = 1 ⇒ ¤
], ^, ^�. 

 _ ≡ 2� + � + 2� − 2 = 0¢ZR ¥ → J� = 0, � = 0K � → � − 2 = 0; � = 2 ⇒ ¦
^, 1, ^�.  

_ ≡ 2� + � + 2� − 2 = 0¢ZR § → J� = 0, � = 0K � → 2� − 2 = 0; � = 1 ⇒ �
^, ^, ]�. 

 
 Los puntos A, B y C determinan los vectores:  
 
 `fEEEEEF = yf − `z = y
0, 2, 0� − 
1, 0, 0�z = 
−1, 2, 0�. 
 
 `*EEEEEF = y* − `z = y
0, 0, 1� − 
1, 0, 0�z = 
−1, 0, 1�. 
 
 El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan los puntos: 
 

 )̈ ©ª = �� · «`fEEEEEF × `*EEEEEF« = �� ·  % Z [−1 2 0−1 0 1 = �� · |2% + 2[ + Z| = 



 

 

= �� · √2� + 2� + 1� = �� · √4 + 4 + 1 = �� · √9 = 8�  ;�. 

 
********** 

  



 

 

3º) Consideremos la función definida a trozos j
�� = h��� + �� + &, B% � ≤ 2Q
� − 1�,    B% � > 2      . 
Hallar los valores de ɑ, b y c para que f(x) sea continua en toda la recta real y tenga un 
extremo relativo en el punto P (1, -1). 
 

---------- 
 
 Por pasar por P(1, -1) es j
1� = −1: 
 � · 1� + � · 1 + & = −1; - + ° + ± = −].     (1) 
 
 Por tener un extremo relativo en P(1, -1) es j�
1� = 0: 
 

 j�
�� = ²2�� + �, B% � ≤ 2  �km� ,    B% � > 2   ⇒  j�
1� = 0 ⇒ 1- + ° = ^.     (2) 

 
 Para que la función f(x) sea continua en toda la recta real tiene que cumplirse 
que, en el punto crítico para x = 2, los límites laterales tienen que ser iguales e igual al 
valor de la función en ese punto: 
 

 
Limk→�´ j
�� = limk→�
��� + �� + &� = 4� + 2� + & = j
2�limk→�µ j
�� = limk→�yQ
� − 1�z = Q1 = 0                                  ¶  ⇒  

 ⇒ Limk→�´ j
�� = j
2� = limk→�µ j
��  ⇒ ~- + 1° + ± = ^.     (3) 

 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1), (2) y (3): 
 � + � + & = −1 2� + � = 0          4� + 2� + & = 0¶ → � = −2� →  � − 2� + & = −1         4� − 2 · 
−2�� + & = 0�    −� + & = −18� + & = 0   #  

 � − & = 1  8� + & = 0# ; 9� = 1; � = �� ;  � = −2� ⇒ � = − �� ;  & = � − 1 = �� − 1 ⇒ & = − �̧. 

 
********** 

  



 

 

4º) �� Calcular limk→�
cos �� �¼l. 

 �� Calcular el área de la región comprendida entre las gráficas de las funciones sen x 
y cos x y las rectas x = 0 y � = ½�. 

---------- ��  

 limk→�
cos �� �¼l = 1�¾ = 1s ⇒ 3��RS. 
 ` = limk→�
cos �� �¼l. Tomando logaritmo neperiano en los dos términos: 

 Q` = Q limk→�
cos �� �¼l. Teniendo en cuenta que el logaritmo de un límite es igual 

al límite del logaritmo: 
 Q` = limk→� ¿Q
cos �� �¼lÀ = limk→� � �kl · Q cos �� = limk→� Á ÂÃÄ kkl = Á�� = �� ⇒ 3��. ⇒  

 ⇒  JQ′Å9Æ%S�:K ⇒ limk→�
´ÇÈÉ ¼ÊËÌ ¼�k = − �� · limk→� HÍÎ kk·ÂÃÄ k = − �� · �� ⇒ 3��. ⇒ JQ′Å9Æ%S�:K ⇒  

 ⇒ − �� · limk→� ÏÐH k�·ÂÃÄ kmk·HÍÎ k = − �� · ��·�m�·� = − ��. 

 

 Q` = − �� ⇒ ` = Rm�l = �√Í.  

limk→�
cos �� �¼l = √ÍÍ . 

 
 ��  
 El punto de corte de las funciones en el 
intervalo considerado se obtiene de la 
igualación de sus expresiones: 
 
 BR� � = cos � ⇒ � = ½=. 

 
 De la observación de la figura se 
deduce el área a calcular, que es la siguiente: 
 

 ) = � ycos � − BR� �z · ��Ñ{� + � ysen � − &9B �z · ��ÑlÑ{ = 

 = yBR� � + cos �z�
Ñ{ + y−&9B � − BR� �zÑ{

Ñl = yBR� � + cos �z�
Ñ{ + y&9B � + BR� �zÑl

Ñ{ =  

X O 

1 

_4 

Y g(x) = cos x f(x) = sen x 

S 

_2 



 

 

= �BR� _4 + cos _4� − 
BR� 0 + cos 0 � + �BR� _4 + cos _4� − �&9B _2 + sen _2� = 

 = 2 ·  �√�� + √�� � − 0 − 1 − 0 − 1 = 2√2 − 2 = 2�√2 − 1� ;� ≅ 0,83 ;�. 

 
********** 

 


