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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno debera escoger una de las dos opcioneignulo desarrollar los cinco ejer-
cicios de la misma en el orden que desee. Se @rlituso de calculadoras no pro-
gramables (que no admitan memoria para texto meseptaciones graficas). Se ob-
servaran fundamentalmente los siguientes aspectogcta utilizacion de los concep-
tos, definiciones y propiedades relacionadas corataraleza de la situacion que se
trata de resolver. Justificaciones tedricas quapseten para el desarrollo de las res-
puestas. Claridad y coherencia en la exposici@ti$ién en los célculos y en las no-
tacionesDeben figurar explicitamente las operaciones no triales de modo que
puedan reconstruirse la argumentacion logica gédsulos.

OPCION A

1°) Tres numeros, y, z cumplen lo siguiente: el primero de ell@sges la suma de los
otros dos y, el segundg, es la mitad del primero mas el triple del tercero

a) Demostrar que hay infinitos nUmeros que cumpléseondiciones, encontrando
una expresion general de la solucién.

b) Encontrar tres nimeros concretos que cumplan estakciones.

a)
x=xy+Z x_y—Z:()} x—y—z=0}
y=5+32 2y=x+6z) x—2y+6z=0)

Se trata de un sistema homogéneo de dos ecuaciondses incégnitas cuya
1 -1 -1

1 -2 6 ) Cuyo rango es 2.

matriz de coeficientes é¢ = (

Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.1.

Para la resolucion se parametriza la variabteA:



{x—y—2=0 NN x—y=)l} x—y=241

x=y+A=71+1=8.

Solucion: x = 84,y =71,z = A, VA €ER.

b)
Para encontrar tres nUmeros concretos basta lhaesaA.

Porejemplol =1=x=8y=7,z=1; A=3=>x=24,y=21,z=3.
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x+y+z=0

[0) ] — — =
2°) Dados el plano =2x+y+2z—3 Oylarectar_{x_y_l_zzz.

a) Calcular el punto de interseccion del plang de la recta.

b) Encontrar la ecuacién de la restaontenida en el planoy que corta perpendicu-
larmente a.

a)
El punto de interseccion del planoy la rectar es la solucién del sistema que
2x+y+z=3
forman: x+y+z = 0}. Resolviendo por la regla de Cramer:
x—y+z=2
3 1 1
oL 3+2-2+43 6
— 12 -1 1l _ t2-2+ _ 6 _
XTRTT AT i iei1e21 2 3.
1 1 1
1 -1 1
3 1
o1 2+3—-4-3 2
112 al__2+3-4-3 -2 __
y=" o 2 T2 1
2 1 3
v 4—3-3-2 4
Z=1_12:___=_—:—2
2 2 2
El punto de interseccion es P(3,—1,—2).
b)

La rectas es perpendicularmpor definicion y perpendicular al vector normal
del plano, por lo cual, su vector director es cuigi@ que sea linealmente dependiente
del producto vectorial del vector normal del plgral vector director de.

Un vector director de una recta dada por la inteiéa de dos planos es cual-
quiera que sea linealmente dependiente del prodectorial de los vectores normales
de los planos que la determinan

:{x+y+z=0:>{n—’1=(1,1,1)} —_5 7 Y
Sle-y+z=2" =) 7 T LT

=i+j—k—k+i—j=2i-2k=(20-2)=>7=(10-1).

Un vector normal del planmo=2x+y+z—3=0esn = (2,1,1).



[ j k
v, = 0 —-1{=-2j+k+i—j=i-3j+k=>v,=(1,-3,1).
2 1 1

Por contener la recktaal puntoP (3, —1,—2), (punto de corte de ambas rectas),
Su expresion, por ejemplo, dada por unas ecuacpareamétricas es la siguiente:

x=3+A1
SE{y=—1—3/1.
z==-2+A
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39 Sea la funciofi(x) = §+ ax + b:

a) Encontrara y b para que la funcion tenga un minimo relativo epugitoP (% 6).

b) Suponiendo que = 4 y b = 2, estudia su continuidad y, en el caso de tenexss,
asintotas.

a)
1
Por contener al punﬂb(;, 6) esf(}) =6:
1) — 1 1 — 6 a —6 Z — 4. — *
f(E)—6=>%+a ~+b=6; 2+_+b=6 _+b=4 a+2b=8. ()
- : 1 V1N _ (.
Por tener un minimo relativo en el purﬁ’té;, 6) esf'() = 0:
, 1
f'(x) =-S5 ta.
fA)=0>-——+a=0; —t+a=0; -4+a=0>a=4
@ 4
Sustituyendo en la expresion (*):
a+2b=8; 44+2b=8; 2+b=4=b=2.
b)

2
Paraa = 4 y b = 2 la funcion resulta s¢f(x) = % + 4x 2 = 2EEHL

Una funcién racional es continua en la recta eealepto para los valores reales
gue anulan el denominador.

f(x) es continua en R — {0}.

Asintotas horizontales: son de la forgn& k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandor tiende a mas o menos infinito.

. . 4x?42x+1 . , )
k = lim f(x) = lim — = ®> No tiene asintotas horizontales.
X—00

X—00

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

Larectax =0 (ejeY) es asintota vertical.




Asintotas oblicuas: son de la forma mx + n, siendo:

. X . X
m = lim &yn = lim [M—mx].
xX—oo X X—00 X
f) ax?42x+1 T
. X . . X +2x+
m = lim = = lim —— = lim ——— = 4.
x>0 X X—00 X X—00 X
) x ) 4x%42x+1 . Ax%42x+1-4x2
n = lim [&—mx]=hm ——4x]=11m =
X—00 X X—00 X—00 X
. 2x+1
lim = 2.
x—oo X

Larectay = 4x + 2 es asintota oblicua de la funcion.
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4°) Sea la funciori(x) = sen x:

a) Encontrar las rectas tangentes a la grafica fismtadn f (x) en los puntog =0y
x = m. Encontrar el punto en que se cortan ambas rietgentes.

b) Hallar el area comprendida entre la graficg @e) y las rectas de ecuaciones-
xey=—x+m.

“ La pendiente de la recta tangente a una funci@mgrnto es igual que el valor
de la primera derivada de la funcién en ese punto.

f(x) =senx = f'(x) = cosx.

Parax = 0:

Punto de tangenci@(0) = sen 0 = 0 = 0(0,0).

Pendientem; = f'(0) = cos0 = 1.

Yy—Yo=m(x—x)=>y—-0=1-(x—0) =x.

En el punto de abscisa x = 0 la recta tangente es y = x.

Parax = m:

Punto de tangencif(m) = senm = 0 = A(m, 0).
Pendientem, = f'(n) = cosm = —1.
y—-0=-1-(x—m) = —x +m.

En el punto de abscisa x = w la recta tangentees y = —x + m.

Los puntos de corte de dos funciones tienen pscisdis las soluciones de la
ecuacion que resulta de la igualacion de sus drpess

y:x}: =—x+m 2x=>x=12
y=—x+pfTX="X+m 2x=n=>x="7.

T

Punto de corte: P (%,;).

b)
De la observacién de la figura adjunta se dedueeen el intervalo de la super-
ficie a calcular, las ordenadas correspondientas tangentes son iguales o mayores



que las correspondientes ordenadas de la func@rsuperficie a calcular es la si-
guiente:

$ = [l = fG] - dx + (x4 m) = FG] - dx =

= fg(x—senx)-dx+fgn(—x+n—senx) cdx =
2

| 3]
2

S ¥

Pl f(x) =senx

T

x2 2 x2 T

—+cosx] +[——+7rx+cosx] =

| 2 0 2 s
_71'2

_ &

2
+cos£] — (04 cos0) + (—n—+7T7T+COSTL’) — [—
2 2 2

2 2 2
Zt0-1-4m2-1+4+>—
8 2 8

A T
+m-+cos| =
2 2 2

2 2 2
T T n°—8
——0==-=-2= .
2 4

_ n*-8

S = 7 u? = 0,467 u?.
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59) Se lanzan tres monedas al aire:
a) Halla el espacio muestral.
b) Halla la probabilidad de:

i) Obtener mas caras que cruces. ii) Obtener las mismas caras que cruces.

a)
E = {ccc, cc+, c+c, +cc, c++, +c+, ++¢, ++ +}.
b)
i)
Aplicando la regla de Laplace:
P = casos favor.‘ables _ i _ l _ 0,5.
casos posibles 8 2
ii)
P = casos favorables __ 9 —0

casos posibles 8

Es un suceso imposible que al lanzar tres monedaistengan las mismas caras
que cruces.
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OPCION B

1 0 1 1 0 O
1°) Dadas las matrices= (0 1 0) yB = <0 1 2):
1 0 k 1 1 2

a) Discutir, segun los valores @&ecuanda tiene inversa y calcularla pata= 2.

b) Parak = 2, resolver la siguiente ecuacion matrickX + B = AB.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantistgto de cero.
1 0 1
|JAl=[0 1 0|=k—-1=0=>k=1.
1 0 k
La matriz A es invertible VE R — {1}.
1 0 1
Parak = 2 esA = (0 1 0). Se obtiene la inversa por el método de Gauss-
1 0 2
Jordan.
1 0 111 0 O
(A|I)=<0 1 0|0 1 0>=>{F3—>F3—F1}=>
1 0 210 0 1
1 0 111 0 O 1 0 02 0 -1
=><0 1 0]0 1 0>=>{F1—>F1—F3}=><0 1 0]0 1 O>=>
0 0 1I-1 o0 1 0 0 1l-1 o 1
2 0 -1
=>A-1=<0 1 0).
-1 0 1
b)

AX+B=AB; AX=AB—B; A7'-A-X=A"'-(A-B-B);

[-X=A1(A-B—-B)=>X=A"1-(A-B-B).

1 0 1 1 0 O 2 1 2 1 0 O
A-B—B=<O 1 0)-(0 1 2>—B=<0 1 2)—(0 1 2>=
1 0 2 1 1 2 3 2 4 1 1 2

1 1 2
= (0 0 O).
2 1 2




Sustituyendo en la expresion Xie

2 0 -1
X=A‘1-(A-B—B)=<O 1 0
-1 0 1

0 1

X=<0 0

1 0
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2°) Dados el plang = ax +y —z+b =0y larectar = le = y__lz - 213:

a) Encontrar y b para que la recta este contenida en el plano.

b) ¢ Existen valoreg y b para que la recta sea perpendicular al plano?rfaata po-
sible respuesta negativa o encontrarlos en su caso.

a)
Si dos puntos de una recta estan contenidos plana, la recta esta contenida
en el plano.

x=14+41
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es{y =2-A
z=3+1

Dos puntos de sonA(1,2,3) y B = (3,0,5).
Un punto pertenece a un plano cuando satisfaeelumcion:

n=ax+y—z+b=0 A _
A(1,z,3)}=>“+2 34b=0; a+b=1. (1)

n=ax+y—z+b=0 A _
3(3,0,5)}:3a+0 5+b=0; 3a+b=5. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

a+b=1} —a—b=-1

3a+b=5 3a+b=5}=>2a:4:>a:2,b=_1

b)

Una recta y un plano son perpendiculares cuandectbr normal del plano es
linealmente dependiente del vector director dedéear; 0 sea, que tienen proporcionales
sus correspondientes componentes.

Un vector director de la recteesv, = (1,—1,1).

Un vector director del plano=ax+y—z+b =0esn = (a,1,—1).
v_r’paraleloaﬁzlz_—lzi=—1=>a=—1.
a 1 -1

Larectar es perpendicular al plano m paraa = -1y Vb € R.
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3°) De todos los rectdngulos cuyo perimetro esdl@ocontrar el que tiene la diagonal
de menor longitud.

PerimetroP = 2x + 2y =40; x+y=20=

=>y=20—-x.

Por Pitdgorasd? = x2 + y? = d = \/x2 + y?2.

Sustituyendo el valor dg

d(x) = /x2 + (20 — x)2 = Vx? + 400 — 40x + x2 = V2x2 — 40x + 400.

La diagonal sera minima cuando se anule su pridetaada:

, _ 4x—40 _ 2x-20
d'(x) = 2V2x2—40x+400  V2x2—40x+400

, 2x-20
d'(x) =0 —0; 2x—20=0; x—10 =0 = x = 10.

2x2-40x+400
y=20—-x=20-10 = 10.

A continuacion se justifica que por tratarse deninimo tiene que ser positiva
la segunda derivada para el valor hallado que daydemera derivada.

- —20)2
2V2x2—40x+400—(2x—20)———x=%0 __ 2./2x2—40x+400— (2x—20)
d"(x) = 2222 -40x+400 _ J2x?—a0x+400 _
2x2-40x+400 2x2—40x+400

_ 2:(2x%-40x+400)—(4x%—-80x+400) _ 4x*-80x+800—4x%+80x—400
(2x2—-40x+400)V2x2—40x+400 (2x2-40x+400)V2x2—40x+400

. 400 . 200
(2x2-40x+400)V2x2—40x+400 (x2-20x4200)V2x2—-40x+400"

200 2
(100-200+200)y200-400+400 200

d"(10) =

> 0 = Minimo,c.q.j.

El"rectangulo” de diagonal minima es un cuadrado de lado 10 cm.
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. 3e¥-
4°) @) Calcular lim 2 enT
X—+00

eX+x

b) Encontrar el area del recinto limitado por lascfanesf(x) = |x| -1y g(x) =
1—x2.

a)
. 3e*-— 3e™— ° fini .
lim = xsenx == wsenoo — X0 _ 2 indet. = {L'Hopital} =
x—+oco eX+x e®+oo 0 +00 o
. 3e*- ° fini 3e*
= lim = xcosx - 2n finlto => Indet.= {L'Hopital} = lim SeESRY
x—+00 er*+1 co+1 x—+00 eX
. 3e* . : ° finit
= lim =+ lim 22X = lim 3+2 fmlo=3+0:3.
x—+o00 eX x—+00 e~X X—+o0o
lim Bex;senx _3
X—+00 et+x
b)
. —x si x <0 .
Teniendo en cuenta qlre] = { v six>0" la funcionf (x) = |x| — 1 puede

redefinirse de la formf(x) = {_xx—_ll silxx><00'

La representacion grafica, aproximada, de
la situacion es la que aparece en la figura adjuNaf (x)
de la observacién de la cual se deduce la superficl
a calcular, que es la siguiente:

= [°[g(x) = F(O)] - dx +

[T\

= f_ol[(l —x?) = (=x— D] -dx + fol[(l —x2)— (x=1)] - dx =

+ [ [g() — F(0)] - dx =

_ (0 2 1 2 _
=[A-x*+x+1)-dx+ [[(1-x*—x+1)-dx=

= f_ol(—x2 +x + 2)-dx+f01(—x2 —x+2) dx =

3 2 0 3 2 1
=[—x—+"—+2x] +[—"——x—+2x] -

=0-[-EX+ 2 -]+ (————+2 1)-0=



S =

w N

u? = 2,33 u?.
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5°) El diametro del interior de un anillo se distiye normalmente con una media de
10 cm y una desviacién tipica de 0,03.

a) ¢,Cudl es la probabilidad de que un anillo tengdi@metro mayor de 10,0757

b) ¢ Cual es la probabilidad de que un anillo tengdi@metro entre 9,97 y 10,037

a)
Datos: u=10; n=1; o =0,03.
o 0,03
X - N(,u, r) N (10, T) N(10; 0,03).

Tipificando la variableZ = %

P=P(Zz1o,75)=P(z>%(f31°) P(z>%) P(Z >25) =

=1-P(Z<25)=1-0,9938 = 0,0062.

b)
P=P0997<7Z<1003)=P (9:‘270—310 <7< 10,(())3(’);10) _
0,03 0,03
:P(ooa Sz<m) P(-1<Z<1)=PZ<1-[1-PZ<1]=

=PZ<1)-14+PZ<1)=2-P(Z<1)—-1=2-08413—1=

=1,6826 —1 = 0,6826.
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