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UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON
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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno debera escoger libremente CINCO problernawletos de los DIEZ pro-
puestos. Se expresara claramente los elegidosr&alvieran mas, solo se corregiran
los 5 primeros que estén resueltos (segun el ael@mmeracion de pliegos y hojas de
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tach&dgsermite el uso de calculadoras
no programables. Se observaran fundamentalmentgdogntes aspectos: correcta
utilizacion de los conceptos, definiciones y prdpes relacionadas con la naturaleza
de la situacion que se trata de resolver. Justiboas tedricas que se aporten para el
desarrollo de las propuestas. Claridad y coheramtia exposicion. Precision de los
calculos y en las anotaciones. Deben figurar exgiiente las operaciones no trivia-
les, de modo que puedan reconstruirse la argumeéntiagica y los calculos.

x—y+az=0
1°) Se considera el sistema de ecuaciones Iinﬂ{aiesz =0 :
2x+ay—2z=0

a) Estudie la existencia y numero de soluciones skxgivalores del parameteo

b) Resuélvalo, si es posible, para el valor del patéoa = —1.

a)

1 -1 a
La matriz de coeficientes &t = (1 0 —1).
2 a -2

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo céosfde rango, las matrices de
coeficientes y ampliada son equivalentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcién és el siguiente:

1 -1 a
IM[=11 0 -1|=ad*+2+a—-2=a’+a=a(a+1)=0=>
2 a -2

=>a1=0; a2=_1.



Segun el teorema de Rouché-Frobenius, un sisteroanegpatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficiengasptiada son iguales e iguales al
namero de incognitas; en el caso que nos ocupanedi de incognitas es tres, por lo
cual:
a#+0

Para {a 41

}=> Rang M = 3 =n%incég.= S.C.D.

Para {aa;t_()l} el sistema tiene Unicamente la soluciéon trivial x =y = z = 0.

1 -1 0 1 —1
Paraa=0=>M=<1 0 —1>=>| |¢0=>RangM=2.
1 0
2 0 =2
1 -1 -1 1 1
Paraa=-1=>M=|1 0 -1 =>| |¢0=>RangM=2.
1 0
2 -1 =2
a= _ 0 ir ot
Para {az_l}:RangM—2<n incog.= S.C.1.
b)
—y—z=0
Paraa = —1 el sistema result%x —z=0 , que es compatible indeter-
2x —y—2z=0

minado. Para su resolucion se elimina una ecudtaécera).
Haciendox =z =A:y = 0.

Solucion:x =1, y=0, z= A1, V1 ER.
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2°) Sea la matrid = (Z t é 4 i 3):

a) Indigue para qué valores deexiste la matriz inversa1.

1 1

pysia=48=(2 9),c= (5

1 1
ecuacionB+ X -A=C.

), encuentre la matri¥ que verifica la siguiente

a)

Una matriz tiene inversa cuando su determinantkséiato de cero.

a4+l 1 [ v qatl 1) N
=270 T|=@-3 | j 1|_(a D-(a+1-1) =

= a,'(a,—'3) =0=> a, = 0,a2 = 3.

La matriz A es invertible Va € R — {0, 3}.

b)
. 501
Sla—4=>A—(1 1).
B+X-A=C; X-A=C—B; X-A-A1=(C-B)-A"1;

X I=(C—-B)-Al=X=(C-B)-41t. (¥
ca=(3 DG 9=(1 1)

|A|=|i 1:5—1:4. At=(§ 1) Adj.deAt=(1 _1).

_ _Adj.deBt_(_ll 5)_1 1 -1
A7 = _'(—1 )

la 4 T4 5

Sustituyendo los valores obtenidos en la expregjon

x=c-p-a=(01 )G =G D=5 3

e
Il
/
NL‘NIH
Nlw N|w
\\T_’/
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3°) Sean el plana = x — 2y + 2z + 1 = 0, la rectar = {ch-_l—}llf 8 y A(1,3,—1).

Halla la ecuacion del plan® que pasa por A, es paralele ¢ perpendicular a.

x=A
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es{ y=421.
z=-1

Un vector director de esv, = (1,1, 0).
Un vector normal de esn = (1, -2, 2).

La expresion general del plaggedido es la siguiente:

x—1 y—3 z+1
BlA v, )= 1 1 0 |=0;
1 -2 2

2x—1)—-2(z+1)—-(z—-1)-2(y—3) =0;
2(x—1)—-3(z+1)-2(y—-3)=0; 2x—2—-3z—3—-2y+6=0.

p=2x—2y—3z+1=0.
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4°) Dados el puntd(1,2,4) y la rectar = = = 2= =

a) Halla un punto B de la rectade forma que el vectotB sea paralelo al plano de
ecuaciont =x+2z=0

b) Halla un vectow = (a, b, ¢) perpendicular & = (1,0,—1) y v = (2,1,0).

a)
x =142
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétrica&%y =14+1.
z=1+4+2A1
Un punto genérico deesB(1 + 24,1+ 1,1 + 24).
Un vector normal de esn = (1,0, 2).
AB=[B—Al=[1+241+41+20) —(1,2,4)] = (24,1 — 1,21 - 3).
Los vectoresiB y 11 son perpendiculares, por lo cual, su productolasea O:
AB-i=0=(24,1—-1,22-3)-(1,0,2)=0; 21 +41—-6=0=> 1= 1.
El punto de- pedido esB(3, 2, 3).
b)

El vectorw = (a, b, ¢) es linealmente dependiente (paralelo) al produetto-
rial de los vectoreg8 = (1,0,—1) y v = (2,1, 0):

i j ok
w=(abc)=uAv=|1 0 —-1|=-2j+k+i=(1,-2,1).
2 1 0

w=(1,-21).
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5° Representar graficamente la funcf@m) = x - e*, calculando previamente sus ex-
tremos relativos, intervalos de crecimiento y deioneento, concavidad y convexidad
y sus asintotas.

La funcionf (x) = x - e* es continua en su dominio (que es R) por ser ptodu
de dos funciones continuas.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

flf(x)=1-e*+x-e*¥=e*(1+x).

ffx)=0=e*(1+x)=0=>x=—1.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funciémlasuinio, y que, por ejemplo,
f'(0) =e®°(1+0)=1>0, los periodos de crecimiento y decrecimiento ssnsi-

guientes:
Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (=1, 4+00).

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—o0,—1).

Para que una funcion tenga un extremo relativooaslicion necesaria que se
anule su primera derivada.

) = e 1+e* - (1+2) = e*(2+ ).

fl'(-D=etl-2-1)= i > 0 = Minimo para x = —1.

f(=1)=-1- e l= —é = Minimo relativo: P (—1,—3)_

Una funcion es concav@) o convexaU) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente.

f'"x) =0=2>e*2+x)=0;, e*##VxER=>2+x=0=>x=-2.

Concavidad (N): f"(x) < 0= x € (—o0, —2).

Convexidad (VU): f'(x) > 0= x € (—2,+).

f(=2)=-2-e72= —% = Punto de inflexion: Q (—2,—:—2).

lim f(x) = lim (x-e*) = 0000 = 00,
X—+00 X—+00



(0.0) (0.0)
lim f(x)= lim (x-e¥)=—w.e”® = ——=——>= Ind.= {L'Hopital} =
X—>—00 X—>—00 e*® (o'e]
X . 1 . 1 _ 1 1
> lim +=lim —=—-lm +=-e=-—=—-==0.
X—>—00 — X—>—00 ——_ X—>—00 —% e o
e e2X e

Eleje de abscisas es asintota horizontal en su parte negativa.

Con los datos anteriores y teniendo en cuentdagiugcion contiene al origen,
la representacion gréfica, aproximada, de la funesla que indica la figura siguiente.

A)/

¥
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6°) Demuestre que la ecuaci@f — 12x = —2 tiene una solucién en el intervalo
[—2,2] y pruebe ademas que esa solucion es Unica.

Considerando la funcigfi(x) = x3 — 12x + 2 que, por ser polindmica, es con-
tinua y derivable en R, por lo cual le son aplieahbs teoremas de Rolle y de Bolzano
en cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdmx) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".

Demostrar que la ecuaciad — 12x = —2 tiene una solucion en el intervalo
[—2,2] es equivalente a demostrar que la fungién) = x3 — 12x + 2 tiene una so-
lucidn en el interval¢g—2, 2].

El teorema de Bolzano dice que: f&ix) es una funcién continua ¢n, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".
f(=2)=(-2%-12-(-2)+2=-8+24+2=18>0.
f(2)=23-12-242=8-24+2=-14<0.

Queda probado que la funciffi) = x3 — 12x + 2 tiene al menos una raiz real
en[—2,2].

Si la funcidnf (x) tuviera otra raiz = a en el intervald—2, 2], cumpliéndose
quef(a) = 0, se podria aplicar el teorema de Rolle a la funfi¢c) en el intervalo
[_2; 2]

fl(x)=3x2—-12=>f"(c)=3c?—-12=0; ¢!’ =4=>c¢, =—-2,c,=2Yyes-
tas raices no pertenecen al intervalo considerade:—2,c, = 2 € [—2, 2].

Queda demostrado que x3 — 12x = —2 tiene una solucioén Gnica en [—2, 2].
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x_ _ s
79 a) Calcularlim ——=—=

x50 eX+sen x—1

a)
i eX*—cosx-x _ e%°-cos0-0 _ 1-1-0
x—0 eX+sen x—1 e%+sen 0—1 1+0-1

= % = Indet.= {L’Hopital} =

. eX+senx—1 e%sen0-1 140-1 0
= lim = = ==
x—0 eX+cosx e%+cos 0 1+1 2

= 0.

e*—cos x—x _

1 =
x—0 e*+sen x—1

b)

T

I = [2(senx + cos x) - dx = [—cos x + sen x]g =

=[—cos§+Sen§]—[—c050+sen0]=—O+1+1—0=2.

Vs
2

Izj (senx +cosx) - -dx =2
0
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b) Calcular:l = [>(sen x + cos x) - dx.



89 a) Calcule los puntos de corte de las grafjcas) = % ygx) =3—x.

b) Sabiendo que en el intervdit 2] se verifica qugy(x) = f(x) calcular el area del
recinto limitado por las graficas de ambas funcsose dicho intervalo.

a)
Las abscisas de los puntos de corte de las ggafecdos funciones son las raices
de la ecuacion que resulta de la igualacion dexmesiones:

f(x)=g(x)=>§:3—x; 2=3x—x% x*-3x+2=0; x:3i29_8:

3+V1  3+1
::_7;_ ::_Er-:j x1:: 1,x2 ::2.

Los puntos de corte sai(1,2) y B(2,1).

b)
=900~ f@]-dx = [7[G-0) -] dx= [} (3-x-2) dx=

= [Bx—%Z—ZLx]l =(3-2-2-212)-(3-1-2-211) =

:6—2—2L2—3+%+0=§—2L2.

3—4L2
= u?.

S =
2

kkkkkkkkkk



99 EIl peso de los alumnos de 2° de bachilleratardastituto de Ledn, sigue una
distribucion normal, de media 75 kg y desviacipitt 5. Si se elige al azar un alumno,
calcular la probabilidad de que:

a) Tenga un peso entre 70 y 80 kg. b) Tenga un peso superior a 85 kg.

a)
Datos: u=175; o =>5.

X - N(u; o) = N(75; 5). Tipificando la variableZ = 7

70-75 SZS80_75

P=P(7OSXS80):P( )=P(—1£Z£1)=
=PZ<1D-[1-PZ<1)]=2-P(Z<1)—1=2-08413—1=

= 1,6826 —1 = 0,6826.

b)
85-75
5

PX>85)=P(z>E")=P(2>2)=PE>2)=1-P(Z<2)=

=1-0,9772 = 0,0228.
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10°) La probabilidad de que a un puerto llegueamdode tonelaje bajo, medio o alto
es 0,6, 0,3y 0,1, respectivamente. La probabilaadue necesite mantenimiento en
el puerto es de 0,25 para los barcos de bajo jenéld para los de tonelaje medio y
0,6 para los de tonelaje alto.

a) Sillega un barco a puerto, calcule la probahkdida que necesite mantenimiento.

b) Si un barco ha necesitado mantenimiento, caleulgrébabilidad de que sea de
tonelaje medio.

a) 6-0,25 = 0,150
6-0,75 = 0,450

,3-0,40 =0,120

,3-0,60=0,180

,1-0,60 = 0,060

-»p=201-0,40=0,040
P =P(M)=P(BanM)+P(MenM)+P(AlNM) =
= P(Ba) - P(M/Ba) + P(Ba) - P(M/Ba) + P(AL) - P(M/Al) =

=06-025+03-040+0,1-0,60=0,150+ 0,120 + 0,060 = 0,330.

b)

_ __ P(MenM) _ P(Me)-P(M/Me) _ 03:0,40 _ 0,120 _
P =P(Me/M) = oD oD =033 033 — 0,3636.
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