PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA Y LEON

EXTRAORDINARIA — 2021

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

El alumno debera escoger liboremente cinco problernagpletos de los diez propues-
tos. Se expresara claramente los elegidos. Sselvieran mas, solo se corregiran los
5 primeros que estén resueltos (segun el orderuikenacion de pliegos y hojas de
cada pliego) y que no aparezcan totalmente tach&dgsermite el uso de calculadoras
no programables (que no admitan memoria para fexapresentaciones graficas). Se
observaran fundamentalmente los siguientes aspecioscta utilizacion de los con-
ceptos, definiciones y propiedades relacionadadaoaturaleza de la situacion que
se trata de resolver. Justificaciones teodricassguaporten para el desarrollo de las
propuestas. Claridad y coherencia en la exposi€lgrision de los calculos y en las
anotaciones. Deben figurar explicitamente las ap@mas no triviales, de modo que
puedan reconstruirse la argumentacion logica gétsulos.

x+y+z=0
1°) a) Discultir el sistem%x —Ay=1 segun los valores del parametro

2x+1z=1
b) Resolverlo pard = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:
1 1 1 1 1 1 0
M=(1 2 O)yMr=<1 o0 1).
2 0 2 2 0 1 1
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdeametrol es el siguiente:
1 1 1
IM|=]1 -1 0|=—-2%2421-1=0; -A2+1=0; -A(A—-1)=0>=
2 0 A
= /11 == 0, /12 = 1.
Para {/1 7 0} = Rang M = Rang M' = 3 =n%inc6g.= S.C.D.
A#1




1 1 1 0
Para/1=0=>M’=<1 0 0 1>=> Rang M' = {C,,C,,C,} =

2 0 0 1
1 1 0
=1 0 1|=2—-1=1#*0=RangM' =3
2 01
ParaA =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 1 1 0
F, > F,—F
Paral=1=>M=(1 -1 0 1 =>RangM’=>{ 27" 1}=>
I% - Pé _'Z}H
2 0 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0
=><0 -2 -1 1)=>{F3—>F3—F2}=><0 -2 -1 1>RangM’=2.
0 -2 -1 1 0 O 0 O
Paral=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbég.= S.C.I.
b)
x+y+z=0
Paral = 1 el sistemaresulta x—y = 1}, gue es compatible indeterminado.
2x+z=1

Haciendox = w; y=—-14+u; z=1-2u.

Solucion:x = u,y=—1+u,z=1-2u,vVu € R.
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: 0 1 -1 0 , .
[0} — —
2°) Dadas las matricés$ = (_1 1) yN = ( 0 2), hallar la matriZZ que verifica
queM~t-P-M = N.

M™-P-M=N; M-M™-P-M-M*=M-N-M

I[-P-I=M-N-M=>P=M-N-M1

=2 ql=nme= (G 7 adjden= (3 )

o=ttt o) = () 3),

pemno= (5005 )G 9)=G DG o)
»r=(3 )
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{x—y+3=0

[0} — — :;E:E
3°) Dadas lasrectas=x =y +1=—ys Yy — 743 =0

se pide:

a) Determinar la posicion relativa dey s.

b) Hallar la ecuacién del plano que contieneyes.

a)
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricas es largiguie
x=A
s={ETYTI 0 Sx=d y=3+4 z=3+205s={y=3+1.
2x—z+3=0
z=3+21

Un punto y un vector director de la reetaonA(0,—1,2) y v, = (1,1, 2).
Un punto y un vector director de la restaonB(0,3,3) y v, = (1,1, 2).

Los vectorews, y v, son linealmente dependientes por ser proporcisrsle
componentes; esto implica que las reetgs son paralelas o coincidentes.

Para diferenciar el caso comprobamos si el patip—1,2) € r, también per-
tenece a la rectg para lo cual, tiene que satisfacer su ecuacion:

x=A
_ ). A=0
s_{y—3+/1 =234+ 1=—-1!2A¢s.
z=3+421 3421=2
A(0,-1,2) -

Las rectas r y s son paralelas.

b)

AB = 0B — 04 = [(0,3,3) — (0,—1,2)] = (0,4, 1).

. x y+1 z-2
n(4; v, AB)=[1 1 2 |=0; x+4(z-2)—-8x—(y+1) =0;
0 4 1

x+4z—-8-8x—-y—-1=0; - 7x—y+4z—-9=0=>

>n=7x+y—4z+9=0.
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4°) Dadalarecta= x —1=2—==

2 z—1
>

a) Calcular el planar; que pasa pat(1,2,3) y es perpendicular a la recta

b) Calcular el planar, que pasa paB(—1,1,—1) y contiene a la recta

a)

Un vector director de la recteesv, = (1,—1, 2).

El haz de planoa perpendiculares a la reatdiene la siguiente expresion ge-
nerala =x—-y+2z+D =0.

De los infinitos planos del haz el planor, que contiene al punté(1,2,3) es
el que satisface su ecuacion:

a=x—y+2z+D=0

A(1,2,3)}=>1_2+2'3+D=0F 5+D=0=D=-5>

>m=x—y+2z—5=0.

b)
Un punto de esP(1,2,1).

BP=0P—-0B=1[(1,21)-(-1,1,-1D)]=(21,2).
x+1 y—1 z+1

n,(B; v, BP)=| 1 -1 2 |=0;
2 1 2

—2(x+1D)+4@-D+CE+1D)+2(z+1)—-2(x+1)—-2(y—1) =0;
—4x+1D)+2(y—-1)+3(z+1)=0; "4x—4+2y—-2+3z+3=0=

>mn,=4x—-2y—3z+3=0.
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59 Dada la funciéif (x) = x°> — 5x — 1, determinense sus intervalos de crecimiento
y decrecimiento, sus extremos relativos, sus iatesvde concavidad y convexidad y
sus puntos de inflexion.

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiefa derivada es positiva 0
negativa, respectivamente.

f'(x) = 5x* —5.

ffx)=0=>5x*—-5=0; x*—-1=0; x*=1=2>x, =-1,x, = 1.

Por serf (x) polindbmica, las raices de la derivada dividen eetsa real en los
intervalos(—o,—1),(—1,1) y (1, +), donde la derivada es, alternativamente, posi-
tiva o negativa.

Considerando, por ejemplo, el valoe= 0 € (—1,1) es:

f'(0) = =5 < 0 = Decreciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crectmigdecrecimiento, que son
los siguientes:

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—o0,—1) U (1, +0).

f'(x) < 0= Decrecimiento: x € (—1,1).

Para que una funcién tenga un maximo o minimdivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en ese punt

ff(x)=0=>x;, =-1,x, = 1.
Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
Si es positiva para el valor que anula la primgedrata de un minimo vy, si es negativa,
de un maximo.
f"(x) = 20x3,

f"(—=1) =20-(-1)3 = =20 < 0 = Maximo relativo para x = —1.

f(-1)=(-1)°-5-(-1)-1=-1+5-1=3= Max:A(-1,3)

f"(1) =20-13 =20 > 0 = Minimo relativo para x = 1.

f(1)=15-5-1—-1=1-5—1= =5 = Min: B(1,—5)




Una funcion es concava) o convexaU) cuando su segunda derivada es ne-
gativa o positiva, respectivamente.

f'(x)=20x3=>x<0=>f"(x)<0; x>0= f"(x) > 0.

f"(x) < 0= Concavidad (N): x € (—0o,0).

f"(x) > 0 = Convexidad (U): x € (0, +0).

Para todo el estudio de la funcion se tiene entawgue, por ser polinémica, su
dominio es R.

Una funcion tiene un punto de inflexion cuando pdesaer coOncava a convexa
0 viceversa.

La funcién f(x) tiene un punto de inflexiéon en C(0,—1).

Otra forma de definir, en general, un punto deekifin es la siguiente:

Una funcién tiene un punto de inflexion cuand@asela su segunda derivada y
es de orden impar la sucesiva derivada que estdiste cero para los valores que
anulan la segunda derivada.

f"(x)=20x3=0>

f""(x) = 60x2= f""(0) = 0.

fV(x) =120x = fV(0) = 0.

fV(x) =120 = fY(0) =120 # 0 = Impar = P.l.para x = 0.

Como se suponia, se obtiene el mismo punto dexiofi.
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1-cos (mx) _

6°) Calcular el valor dex > 0 para el cual se verifica qulér% — 2.
X—
. 1- 1- 0 1-1 0 . . .
lim Cosz(mx) = = = - = Indet.= {L'Hopital} = Jim ZuSen (mx) _
x—0 X 0 0 0 x—0 2x
. 2, 2, 2.
= msgnO = % = Indet.= {L'Hopital} = liném Cozs(mx) = ;oso = 2; m2 l-2>
x—

>m?=4>m;=-2,m, = 2. Porsem >0 =>m = 2.
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1—cosx

, Six#0

7°) a) Estudiar la continuidad de la funcion definida 5or) = { ; ' )
, SUL X =

b) Calcularl = [ x - L(x?) - dx.

a)
La funcionf (x) es continua en su dominio, que es R, exceptoxpar@ cuya
continuidad es dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sugelérmpior la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tlencion en ese punto.

1—cosx

lim f(x) = lim =0 (%)

Parax =0 = {¥0" x=0 =
lim f(x) =1im0 =0 = f(0)
x—07% x—0

= lirgl_ flx) = lir(gl+ f(x) =f(0)= 0= f(x) es continua para x = 0.
X— X—

(#) lim =2 =125 pd. {L'Hotipal} = lim en® -2
x—0" 0 0 0 x—0- 1 1

= 0.

La funcion f(x) es continua en R.

b)
I=[x-L(x*)-dx=fx-2-Lx-dx=2-[x-Lx-dx =

1
u=Lx->du=--dx 5 5
> Y=l =2 e DT lax] =

X
x-dx=dv—>v=7

2 1 2 2
=2 [T - fx-de|=x? Lx-Z+C=Z-@Lx-D+C.

I=[x-L(x?) dx=2(2Lx-1)+C.
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8°) Se considera la funcifi{x) = x — cos x.
a) Demostrar que la ecuacid¢itx) = 0 tiene al menos una solucion en el intervalo

o]

b) Probar que la ecuacidiix) = 0 solo puede tener una solucion en el inter{/@;@],
de modo que la solucién del apartado anterior s&a

a)

La funciénf(x) = x — cosx es continua en R por ser suma algebraica de dos
funciones continuas en R, por lo cual, le es aplecal teorema de Bolzano en cual-
quier intervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcf@w) en el intervalc[O, g]

f(0)=0—cos0=-1<0.

Queda demostrado que f(x) tiene al menos una raiz real en [O, g]

b)
En el apartado anterior se ha demostrado que ¢&oiufi(x) tiene al menos una

raiz real en el intervalED,%], lo cual equivale a demostrar que la ecuagi®) = 0
tiene al menos una raiz real en el intervalo mernco.

La funcionf(x) = x — cosx es continua y derivable en R por ser suma alge-
braica de dos funciones continuas y derivables ,epoRIo cual, le es aplicable el
teorema de Rolle en cualquier intervalo finito gaeconsidere.

Si la ecuaciorf(x) = 0 tuviera otra raiz = 8 en el intervalc{o,g], tal que
f(B) = 0, se podria aplicar el teorema de Rolle a la funf{@) en el intervalqo, 8].

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdpx) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b,y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0".



f'(x) =1+ senx.

Obsérvese, en la figura adjunta, qu
en el intervalc(o, g) todas las ordenadas de

la funcidng(x) = sen x son positivas, lo
cual, hace imposible qu¢’'(x) =0 v,
Ccomo consecuencia:

g(x) =senx

.z . ./ s . VA
Queda probado que la ecuaciéon x — cos x = 0 tiene solucion Unica en [0,;].
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99) Dentro de una caja hay bolas de varios colpedienen todas el mismo tamafio y
aspecto, siendo algunas de madera y las otrastdentato. Concretamente: el 48 %

son blancas y entre ellas dos tercios son de maele?d % son rojas, y de ellas las

tres cuartas partes son de madera y, el 28 % sdesyale las cuales la mitad son de
madera. Considerando que B, R, V y M indican blarnma, verde y de madera, res-

pectivamente:

a) Indicar cuales son los valores®igM /B); P(M/R) y P(M/V).

b) Calcular la probabilidad de que al sacar al aparde las bolas de la caja, sea de
madera.

c¢) Si solo sabemos que una de las bolas de la teggd@ al azar, es de madera, ¢ cual
es la probabilidad de que sea blanca?

a)
P(M/B) = g = 0,6667. P(M/R) = % =0,75. PM/V)= % = 0,50.

b)
P=PM)=P(BNM)+P(RNM)+P(VNM) =

= P(B) - P(M/B) + P(R) - P(B/R) + P(V) - P(M/V) =

= 0,48-2+0,24->+028-- =032 +0,18+ 0,14 = 0,64.

c)
P(BNnM)  P(B)-P(M/B) 0.48'2 032
= = = = 0,5
P(M) P(M) 0,64 0,64 ——

P =P(B/M) =
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10°) Se sabe que el coeficiente intelectual deokdagion adulta espafiola sigue una
distribucion normal de media 100 y desviacion H#0.

a) ¢ Qué porcentaje de espafioles adultos se espdengaa un coeficiente intelectual
entre 95y 105?

b) Se considera que una persona es superdotada csiamoeficiente intelectual es
mayor que 160, calcular el porcentaje de espaidoleios que son superdotados.

Datos: u=100; o = 20.

X - N(u; o) = N(100,20). Tipificando la variableZ = X;)OO.

a)

P =P(95< X < 105) = P (95;300 <7< 1052‘0100) —p (‘—5 <7Z< i) -

= P(—0,25 < Z < 0,25) = P(Z < 0,25) — [1 — P(Z < 0,25)] =
=P(Z<025)—1+P(Z<025)=2-P(Z<025) —1=2-05987—1=

=1,1974 -1 = 0,1974 = 19,74 %.

b)
160—-100
20

P=P(X>160)=P(Z> )=P(Z>%)=P(Z>3)=

=1-P(Z<3)=1-0,9987 =0,0013 = 0,13 %.
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