PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE VALENCIA

SEPTIEMBRE — 2011 (GENERAL)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 mitos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las do#OIONES, A o0 B, y se
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculademtifica o grafica para la realiza-
cion del examen. Se prohibe su utilizacién indelgpdaa guardar formulas en memo-
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultaa@dmaliticos y graficos deberan estar
siempre debidamente justificados.

OPCION A

1°) Se dan las matrices= [(1) _32j, | =[; 2} y M, donde M es una matriz de dos filas

y dos columnas que verifica que M M. Obtener razonadamente:

a ) Todos los valores de k para los que la m&tH2-k -1 tiene inversa.

b ) La matriz inversa de B cuando k = 3.

c ) Las constantes realey  para las que se verificaque A* +5-A=-2-1.

d ) Comprobar razonadamente que la maerizi -M cumple las relacioneB? =P y
M-P=P-M.
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La matriz B= A-k - | tieneinversa Ok DR-{1, 2}

b)
Para k = 3 eSB=(_13 _ozj' Para hallar B empleamos el método de Gauss-

Jordan.

, . (0 -2 (0 -2} (-2 0)
a-A"+p3-A= 2I:>a(1 3j+,6’ (1 3} (O —2}"
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Para que se verifiguea - A>+ - A=-2-1 tienequesera=1y B=-3
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(1-af’+bc -b(l-a)-ab)_(1-a -b) (1-2a+a’+bc -b+ab-ab) (1-a
~c(l-a)-ac  bc+a’ -c a )| -c+ac-ac bc+a? -c

1-2a+a’+bc -b )_(1-a -b
-c bc+a? -¢c a)

Teniendo en cuenta qué+bc=a (*), la expresion anterior queda:
1-2a+a -b) (1-a -b . l1-a -b) _(1-a -b
—-C a —-C a —-C a —-C a

La igualdad anterior prueba qué=PP.

Tenemos que probar que-P=P-M :

a b 1-a -b) (1-a -b) (a b )

c 1-a) | -¢c a -¢c a)l\c 1-a)”
a-a’-bc —ab+ab | (a-a’-bc b-ab-b+ab)
c-ac-c+ac -bc+a-a? —ac+ac -bc+a-a? |

a-a’-bc 0 _(a-a*-bc 0
0 ~bc+a-a? 0 -bc+a-a?)’

La igualdad anterior pruebaque M - P=P - M

También se probaba de la siguiente forma:

-b
a

)

M-P=P-M;M-(I-M)=(1-M)-M ;; M-1-M2=1 -M-M2;; M-M?*=M-M?
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Xx=3+A
2°) En el espacio se dan las reatasy=-1+21 y ss{
z=2+A

Xx+2y-1=0
3y-z+2+a =0

. Obtener razo-

nadamente:
a ) El valor den para el que las rectas r y s estan contenidas ptano.

b ) La ecuacion del plano que contiene a las rectaspara el valor de obtenido en el
apartado anterior.

c ) La ecuacion del plano perpendicular a la reqize contenga al punto P(1, 2, 1).

a)
Para que las rectas r y s estén contenidas elano @n los casos siguientes: que
sean coincidentes, que sean paralelas o0 que SEaTiese

Es evidente que las rectas no son coincidentedo poial el estudio se hace para
el caso de paralelas o secantes.

La expresion de r por unas ecuaciones implicgda siguiente:

x=3+4 2Xx-6=y+1 2 7=0
- - X—0= X—=-V-—/=
r= y=—1+2)l;;X3:y+1=22: Y = Y :
2 1 X-3=z-2 x-z-1=0
z=2+A
2x-y=7
. . x-z=1
Las rectas r y s determinan el sistema
x+2y=1
y—-z=-2-qa

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:

2 -1 0 2 -1 0 7

1 0 -1 10 -1 1
M = y M'=

1 2 0 1 2 0 1

0 3 -1 0 3 -1 -2-a

En funcién de los rangos de las matrices M y Bl’pbsicién relativa de las dos
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.

Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.



Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes} Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes} Las rectas se cruzan.

2 -1 0
RangoM = {F, F,, F,} = |1 0 -1/=1+4=5#0 = RangoM =3.
1 2 0
2 -1 0 7 2 -1 0 7
10 -1 1 1 -3 0 3+a
RangoM' = ={F, - F,-F} > =
12 0 1 1 2 0 1
0 3 -1 -2-a 0 3 -1 -2-a
2 -1 7
=+1:|1 -3 3+a|=-6+14-(3+a)+21+1- 43+a)=30-53+a)=30-15-5¢ =15-5a =
1 2 1

=53-a)=0 = a=3.

Parao # 3 — Rango M =3 ;; Rango M’ =4 — Las rectas r y s se cruzan.

Parao = 3— Rango M = Rango M’ = 3» Las rectas r y s se cortan en un punto.

Las rectas r y s estan contenidas en un plancopaka

b)
Parao. = 3 larecta s es= {;(;_Zz_:i; Un punto de s es A(1, 0, 5).
x=3+A4
Un punto y un vector director de={y=-1+24 son B(3, -1, 2) w, =(1, 2, 1).
z=2+/

Los puntos A y B determinan el vector=AB=B-A=(2 -1, -3).
La ecuacion general del plan@ue contiene a las rectas r y s es la siguiente:
x-1 y z-5

n(A; u, 7)5 2 -1 -3|=0;; —(x—l)—3y+4(z—5)+(z—5)+6(x—1)—2y:O "
1 2 1

5(x-1)-5y+5(z-5)=0 ;; x-1-y+z-5=0.

T=x-y+z-6=0




c)
La ecuacion del haz de planos perpendicularegexta r tiene como vector nor-
mal al vector director de r, por lo que su expmess de la formg = x+2y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz anterior, el plangue contiene al punto P(1, 2, 1)
es el que satisface su ecuacion:

L=Ex+2y+z+D =0

— 1+2.2+1+D=0;;6+D=0;; D=-6.
P(1, 2 1)

El plano 00 a r que contienea P(l 2, 1) es U=x+2y+z-6=0
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3°) Dada la funcion f definida pai(x) = x? -e™*. Obtener razonadamente:
a ) El dominio y las asintotas de la funcion f(x).
b ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiergalctha funcion f(x).

c ) Los valores de x donde la funcidfx)=x? -e™ tiene los puntos de inflexion.

d ) La grafica de la curvga=x*-e™*, explicando con detalle la obtencién de su asintot
horizontal.

a)
La funcion esta definida para cualquier valor oeEak: D(f)= R.

Las asintotas pueden ser horizontales, vertigabédicuas.

Horizontales: son los valores finitos que toméulecion cuando x tiende a mas o
menos infinito; son de la forma y = k.

lim lim x? . lim
f(x)= X =2 — Indet = {L'Hopital} = 2X_® _ Indet =
X — 00 X > o0e" o X o0e o

= {L'Hopital} = m %=£:Q.
X > 0@ 00
1 2 i _ )2
y=k= lim f(x)= lim x_X= lim ( oi) oo
X — —00 X - —ocoe X -0 e

El semieje positivo OX es asintota horizontal of. f(

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

e*#0, OxOR = No tiene asintotas verticales.

Oblicuas: Las asintotas horizontales y oblicuases@luyentes.

La funcién f(x) no tiene asintotas oblicuas.

b)
Los intervalos de crecimiento y decrecimiento dadadifuncion f(x).

Una funcion es creciente o decreciente en su dorourando su derivada es posi-
tiva o negativa, respectivamente.



X _ 2 | X — 2 -
f,(X)=2x.eezxx e =2xexx =x(2ex X)=O:>x1=0;; X, =2

Por sere* 20, OxOR, las raices encontradas dividen el dominio de fu® es R,
en tres intervalos que son, alternativamente, @nées y decrecientes, por lo cual, basta
con estudiar uno de ellos, por ejemfdp2), (al que pertenece el valor sencillo x = 1):

De lo anterior se deducen los periodos de crenbmig decrecimiento, que son:

Crecimieno: x(0(0, 2) ;; Decrecimi@to: x((-co, 0)1(2, + )

c)
La funcién f(x)=x?-e™ tiene puntos de inflexién para los valores qudamnila

segunda derivada y hacen distinta de cero a lareederivada.

(2-2x)- e -x(2-x) - €& _2-2x=2x+X° _ X* —4x+2

f (X) = e2>< ex ex

2 _ —
(020 = X720 e giinzg X:4i\/:2LG 8:412\/52415\/5:
€

X

=242 = x =2-42 ;; x, =2+42.

La funcion f(x): x* - e tiene puntosde inf lexion para x=2-+/2 y para X=2+4/2

d)
La explicacion adecuada para el calculo de laa@tsiorizontal esta detallada en
el apartado a ).

Aunque no se pide y con objeto de facilitar la@spntacion grafica, vamos a de-
terminar los maximos y minimos relativos de la fanc

f'(x)=0
Un méaximo relativo existe para los valores de & qumplen qu

Un minimo relativo existe para los valores de & qumplen qu

f'(X)=0= x=0;; x,=2.




i "(o)=e—20 =2>0 = Minimo relativo = 0(0, 0)

2 _
=200

f(2)= 47842 0 = Maximo relativo = Al 2,
2 Eg

Con los datos obtenidos puede dibujarse, aproximandte. la grafica de f(x),
gue es la siguiente.

A
Y 16

Pl P.l.
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OPCION B

12 1

1°) Se dan las matrices=|2 1 1 |y T,y se sabe que T es una matriz cuadrada de
2 1 -1

filas y tres columnas cuyo determinante vdfe Calcular razonadamente los determi-

nantes de las siguientes matrices, indicando éteptiente las propiedades utilizadas en
su célculo:

a)%T b)m* C)T-M3.T™.
a)
El producto (o cociente) de una matriz por un maneal distinto de cero es otra

matriz cuyos elementos resultan de multiplicar ifadd) todos y cada uno de los ele-
mentos de la matriz por el nimero real.

Teniendo en cuenta lo anterior y la propiedacddalkterminantes que dice que Si
los elementos de una linea (fila o columna) seiptigin (o dividen) por un nimero
real el valor del determinante queda multiplicadai/idido) por dicho namero, y que
elrangode T es 3:

S b ]

2
a)
121
IM[=]2 1 1|=-1+2+4-2-1+4=10-4=6=|M|.
2 1 -1

Teniendo en cuenta que el determinante de un piodle matrices es igual al
producto de los determinantes de las matrices:

[M4[=[M MMM |=[M[-[M][M]||M|=(M]] =6° = 1296=| m*|.

c)
Sabiendo quﬁA‘l ‘—‘ —, y teniendo en cuenta los apartados anteriores:

T-M3-T‘1\ J2.6° . =6%=216= \T M3.T2,

\/E
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x—-4y=0
y-z=0
del parametra. Obtener razonadamente:

2°) Se da la rectas{ y el planor, =(2+2a)x+y+az-2-6a =0, dependiente

a ) La ecuacién del plana, que pasa por el punto P(1, 1, 0).
b ) La ecuacion del plang, que es paralelo a la rectarr.

c ) La ecuacion del plang, que es perpendicular a la rectarr.

a)
La ecuacion del plana, que pasa por el punto P(1, 1, 0) es la que satisa
ecuacion:

T,

a

P(110)

s@+20k+y+az—2—6azo}
= (2+2a) 1+1+a -0-2-6a =0 ;;

2+Za+1+0—2—&7:0;1—4a20;;a:%.

I, = 2+2~1x+y+£z—2—6~1203755 2+lx+y+£z—2—§:O;
4 4 4 2 4 2

ﬂa ng+ y+%z—£:0 = ﬂa ElOX+4y+Z—14:O.

b)

Una recta y un plano son paralelos cuando elnseéstpie forman es incompatible,
0 sea, que el rango de la matriz de coeficiente®ey el rango de la matriz ampliada
es tres.

Xx=4y=0
. r =
El sistema que forman la recta y el plano eiy— z=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 -4 0 1 -4 0 0
M = 0 1 -1y M'= 0 1 -1 0
2+2a0 1 «a 2+2a0 1 a 2+6qa



1 -4 0
RangoM =2=| 0 1 -1/=0;; a+42+2a)+1=0;; a+8+8a+1=0;
2+2a0 1 «a

9g+9=1:; ag+1=0= g=-1.

Vamos a justificar que pate= -1 es Rango M’ = 3:

1 -4 0 0 -4 0 0
Paraa=-lesM'=|0 1 -1 0 |={C,C,C}=|1 -1 0|=-1620=
0 1 -1-4 1 -1 -4

= RangoM'= 3 cq.j.

Parao = -1 esn, =(2-2)x+y-z-2+6=0. El plano pedido es el siguiente:

m=y-z+4=0

c)

X—4y=
y-2z=0
dependiente al producto vectorial de los vectoogmales de los planos que la determi-
nan, que som, =(1, -4,0) y n, =(0, 1, -1).

0 .. . . i
La rectar = tiene como vector director a cualquiera que sezmlmente

i j Kk
v, =|1 -4 0|=di+k+j=4di+j+k=(411=V, .
0 1 -1

Para que el plana, =(2+2a)x+y+az-2-6a =0 sea perpendicular a la recta r, su
vector normal tiene que ser linealmente dependigeltevector director de r; el vector
normal del plano es, =(2+2a, 1, a). Las componentes de los vectores tienen que S¢
proporcionales:

2+2a _1_a

=—=— = ag=1.
4 1 1 -

Parao. = 1 esm, =(2+2)x+y+z-2-6=0.
La ecuacion del plang, que es perpendicular a la recta r es el siguiente:

T, =4X+y+z-8=0
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3°) Un coche recorre el arco de una parabala ecuaciorey =36-x*, variando la x de
-6 a 6. Se representa pofx) a la distancia del punto A(0, 9) al punto P(xdg) arcol’
donde esta situado el coche. Se pide obtener rdaorente:

a) La expresion de(x).

b ) Los puntos del ardo donde la distancia &(x) tiene minimos relativos.

¢ ) Los valores maximo y minimo de la distancia(sg) .

d ) El area de la superficie limitada por el areoparabold” y el segmento rectilineo

que une los puntos M(-6, 0) y N(6, 0).

La representacion grafica de la situacion esdac@ua en la figura.

a)
Y A
18
2y = 36 — X
I
/ AP Y)
d
.X(O, 9)

4 _ 2
Z\/x 32¢ +324 _1 [
4 2

b)

La expresion del punto P(x, y) es de la
2
forma P(x, 362X ]

La expresion de la distancia d del punto
A(0, 9) al punto genérico del arco de parabola
I', que es la funcién a determinar, es la si-
guiente:

d= f(x):\/(x—o)z +(36‘X2 _9J2 -

], (36-x2-18) _ |, (18-x) _
= X+ == = [X*+ =
2 2

_ \/Xz L 324-36¢ +x* _ \/4x2+324—36x2+x4 _
4 4

-32x% +324= f(x).

Los puntos del arcd donde la distancia d(x) tiene minimos relativos son los
valores de x que anulan la derivada de f(x):



3 _ 3 _ 2 _
R S - S o L S x(x* - 16) ).
2 x4 -32x2+324 x*-32x%+324 +x*-32x%+324

x(x2 —16)
Vx4 =32x2 +324

f'(x)=0 = =0 ;; ><(x2—16):O:>x1:O;; X, =—4 ;5 X, =4.

Para encontrar los minimos relativos recurrimés segunda derivada, que tiene
gue ser positiva para los valores que anulan tagra derivada:

3_
(3 ~16) - x* —32x2 + 324~ x{x2 ~16) . X~ O
F(x) = 2Vx* -32x2 +324 _

\/x* —32¢ +324f

(3x* ~16) - v/x* ~32x® +324 - A ~16) -4x(x ~16)
_ 2/x* —32x2 +324

x* —32x? +324

2(v2 _ 1)
(3x2-16) - Vx* —32:¢ +324- %X (x:-19)
_ Vx* —32x% +324 _
x* —32x* +324

_ (3¢ -16)x* -32¢ +324)-2(x* 18] _ . -
(x* -32x +324N/x* ~32x* +324 '

f(0)= ~16-324-0 ——E:—g<o = Para maximo.

© 324/324 18

f(4) = (48-16)(256-32 -16+324)-3216-16)" _ 32-(580-512)-0 0= Para minimo
(256-32 -16+324),/256-32 -16+324 6868 '

Teniendo en cuenta la simetria con respecto & e€je la funcién, los puntos de
distancia minimo del ardo son los siguientes:

2Y(4) = 2Y(.a) =36-4° =36-16=20;; Y, = Y.y =10 = B(- 4,10) ;; C(4,10).

c)

El valor maximo se produce para x = 0 y la distamséxima es la siguiente:

f(O):%\/324:% .18=9 = d_, =9 unidades

Los valores minimos se producen para x = +4 ydtadcia es la siguiente:



(4)= f(—4):%\/7_2:%,/36-2:% 62=3/2 = d,,, =32 unidades

d)

El area de la superficie limitada por el arco dépalal” y el segmento rectilineo
gue une los puntos M(-6, 0) y N(6, 0) es, consildoala simetria de la figura, la si-
guiente:

2y =36-x* = y=18—%x2.

6 278 2
s:z-j[ls—lxzj-dx: 2.l1ex-X | =2.|l18.6-% |-0 :2-(108—3—6}
) 2 4], 4 4

=2-(108-9)= 2-99=198u” =S.
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