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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 mitos

BAREMO DEL EXAMEN: Se elegira solo UNA de las do#OIONES, A o0 B, y se
han de hacer los tres problemas de esa opcion.

Cada estudiante podra disponer de una calculademtifica o grafica para la realiza-
cion del examen. Se prohibe su utilizacién indelgpdaa guardar formulas en memo-
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultaa@dmaliticos y graficos deberan estar
siempre debidamente justificados.

OPCION A
2x+5y=a

1°) Se tiene el sistema de ecuaciones-4y=b, dondea, b y c son tres niumeros
2x+y=c

reales. Obtener razonadamente, escribiendo todgmbkns del razonamiento utilizado:

a ) La relaciéon que deben verificar los nUmerpb y ¢ para que el sistema sea compa-
tible.

b ) La solucién del sistema cuande -1, b =2y c = 3.

¢ ) La solucion del sistema cuando los numerdsy c verifiguen que = ¢ = -2b.

a)

Se trata de un sistema de tres ecuaciones canatmgitas. Segun el teorema de
Rouché-Frobenius, para que un sistema sea congdibeérminado es necesario que
las matrices de coeficientes y ampliada tenganighmrango que, ademas, tiene que
coincidir con el nimero de incognitas.

2 5 2 5 a
Las matrices de coeficientes y ampliada sen-1 -4|y A=|-1 -4 b]|.
2 1 2 1 c

Segun lo expuesto anteriormente, para que ehsssea compatible es necesario



que el determinante de la matriz ampliada sea geresto que el determinante de la
matriz de coeficientes tiene de rango dos.

2 5 a
|A'|= -1 -4 b(=0;; -8c—-a+1b+8a-2b+5c=0 = 7a+8b—-3c=0.
2 1 c

Para que el sistema sea compatible determinadodigs sera + 8b - 3c = 0.

b)
Parao =-1,b=2yc=3esr-(-1)+8-2-3-3=-7+16-9=0. Paran =-1,b =2y
c = 3 el sistema es compatible determinado.

Despreciando una de las ecuaciones (tercera) lviesto es sistema resultante:

2x+5y:—1} 2X+5y=-—

1
= —-3y=3;; y=-1;; 2x+5y=-1;; 2x-5=-1;; x=2.
—2x—8y:4} y y= y A=<

-X—4y=2
c)

Sabiendo que = ¢ = -2b, expresando la condicién de compatibdigncontrada
70+ 8b - 3c = 0 en funcion de b:

7-(-20)+80-3-(-2b)=0;; —-14b+8b+6b=0 ;; —14b+14b=0.

Parao = ¢ = -2b el sistema es compatible determinado.

: . c . . 2x+5y =-2b
Las soluciones, por ejemplo en funcion de b, asrsiguientes: x—dy=b |
-2b 5 2 -2b
| b -4 8-5%_ 3 -1 b | _20-20b_0 ___
X= = =—=-b=x. y= = =—=0=y
-3 -3 -3 —=
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2°) Sean O(0, 0, 0), A(1, 0, 1), B(2, 1, 0) y CZ0,3). Obtener razonadamente, escri-
biendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a ) El area del tridngulo de vértices O, A y B] yaumen del tetraedro de vértices O,
A, ByC.

b ) La distancia del vértice C al plano que cortiahtriangulo OAB.

c ) La distancia del punto C’ al plano que contiah#iangulo OAB, siendo C’ el punto
medio del segmento de extremos O y C.

a)
Los vectores que determinan el triangulo son:

OA=A-0=(101)-(000)=(101) ;; 0B=B-0=(210)-(0,00)=(210).

El area del triangulo es la mitad del area dealpfygramo que determinan los
vectoresoA y OB. Conviene saber que el area del paralelogramgues gue el médulo
del producto vectorial de los vectores que lo deitesn, por lo tanto:

k
1|<L 2 ki< 2=

P O —

i
1= _—\ 1
SOABZE-(OADOB):E- ;

Los vectores que determinan el tetraedro son:
OA=(101), 0B=(2 1 0) y OC=C-0=(0, 2 3).

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un skttproducto mixto de los vec-
tores que lo determinan, en valor absoluto, seré:

—_— — —

1 01
Vossc :%HOA, OB, OC”=%- 210 :% .|3+4|=%u3 SV
0 2 3 e

b)
El plano que determinan los puntos O, Ay B es:

rlo; oA, G8)=

N P X
R O X

z
1/=0;;, 2y+z-x=0;; m=x-2y-z=0.
0



)_|A><O+Byo+CZo+D|
VA% +B? +C?

La distancia de un punto a un plano &;

Aplicando la formula al punto C(0, 2, 3) y al ppam=x-2y-z=0:

_[|10-2-2-1-3] _[-4-3] [-7|_746
le 27 +(-1) “V1+4+1 V6

unidades.

d(C; 7

c)
El punto medio del segmento de extremos O(0, §, ©O]0, 2, 3) es el que tiene
como componentes la media aritmética de las conmpesiec (0, 1, 2

Aplicando la férmula al punta {0, 1, 2) y al planon=x-2y-z=0:

_|m> 2a-13] |2 |1 76,
\/12 _12 \/1+4+1— 76 =17 unidades.

d(C’ 7)=
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39) Se estudié el movimiento de un meteorito ddesna solar durante un mes. Se obtu-
Vo que la ecuacién de su trayectoria Tyés 2x+9, siendo-45<x<8 e y>0, estando
situado el Sol en el punto O(0, 0). Obtener razamahte, escribiendo todos |os pasos
del razonamiento utilizado:

a ) La distancia del meteorito al Sol desde ung@énde su trayectoria de abscisa x.
b ) El punto P de la trayectoria T donde el meteaicanza la distancia minima al Sol.
c ) Distancia minima del meteorito al Sol.

Nota: En los tres resultados s6lo se dara la epredgebraica o el valor numérico ob-
tenido, sin mencionar la unidad de medida por tiehsido indicada en el enunciado.

*) Los puntos genéricos de la trayectoria son dertad P(x, M).
La distanciaoP pedida es la siguiente:
d=0P =x? +(V2x+9) =+x? +2x+9 unidades.

b)

La distancia minima al Sol se producira cuandeelavdda de la distancia sea 0.

2X+2 _ x+1

d':O_P': =
2Ux2+2x+9  /x2+2x+9

=0 = x+1=0;; x=-1.

El punto P de la trayectoria T donde el meteoritaraza la distancia minima al
Sol esp(-1, +47).

c)
La distancia minima del meteorito al Sol es laisigie:

d(-1)=+/(-1)? -2+9=11-2+9 =/8 = 2//2 unidades.

*kkkkkkkkk



OPCION B

-2 0 0 2 1 2
1°) Dadas las matrices=| 1 1 0|y B=|0 -1 5|, obtener razonadamente el va-
4 2 -2 0 0 2

lor de los determinantes siguientes, escribiendogdos pasos del razonamiento utili-
zado:

a)|A+B]| y‘%(A+B)_l . b)‘(A+B)_1.A‘ y|A™-(A+B). c)[2A-B-A*|y|A*-BY.

a)
-2 0 0)Y(2 1 2y (012
A+B=| 1 1 0 |[+|0 -1 5|=|1 0 5/,
4 2 -2)1l0 0 2) 420
01 2
|A+B|=|1 0 5|=4+20=24.
420
La inversa dgA+B)™ se obtiene por el método de Gauss-Jordan:
012100 105/010
(A+B/1)=[1 0 5/0 1 O|={F - F}=|0 1 2/1 0 0|=
4 2 0/0 01 4 2 0/0 01
10 5]/0 1 0 10 5[]0 1 0
={F, -F-4F}=]01 2 (1 0 O={R-FR-2FR}=/01 2|1 0 O
0 2 -20{0 -4 1 0 0 -24/-2 -4 1
105/01 0 100/-5 &+ %
F, - F,-5F, eoe
={F, - -4F}=/0 1 2|1 0 © e L @010 3 -1 =
00 14 § ~= o ooy o
T % -10 4 5
4 1
—=(A+B)*=| &5 -1 2 =04 20 "8 2
6 2 2 4 -1
L4 [ 405
‘—(A+B)1:E-ﬂ- 20 -8 2 ||. Teniendo en cuenta que el producto de unz
2 4 -1

matriz por un namero es la matriz que resulta d#iphoar todos y cada uno de los



elementos de la matriz por el niUmero, la expreaidarior se continua como sigue:

b)

. -10 4 5 - -5 1 5
“(A+B)*|=— .20 -8 2|=2".]10 -2 2|=
‘( ) 48° 48
2 4 -1 1 1 -1
L (-10+50+2+10+10+10)=— > .(50+2+10+10)=—2 = 12 - 1 _ 1
48 6-48 6-48° 48-48 4.48 192
1(A+B)_l :i
2 192

-10 4 5)(-2 0 0
\(A+B)‘1-A\=2—14- 20 -8 2|1 1 0 |=
2 4 -1)\4 2 -2

20+4+20 -0+4+10 -0+0-10 44 14 -10 11 7 -5
:is- -40-8+8 0-8+4 0-0-4 :is- -40 -4 -4 :—4'—23'2- 10 2 2=
2 24
-4+4-4 0+4-2 0+0+2 -4 2 2 -1 1 1
~_16 > -(22-50-14-10-22-70)=- 2 > (22-166)= 2'14:‘: 21212 _2 _1
24 .24 4 3.24° 3.24-24 12 6
[(A+B)* - A -1
6

También puede resolverse este ejercicio de lagd@iguiente:

-2 0 0
a4 | " o1 32 1
‘(A+B) .AH(A+B) ‘-|A|—8-‘§(A+B) 41 1 0 _8-52-(4)-1—2-E
4 2 -2
\A‘l-(A+B)\:‘—-(A+B)‘:|'T;|B|:2744:53 = |A"-(A+B)|=6 .

2A.B-A*|=8.|A|B]- L =8-(-4)=-32 = [2A-B-A'|=-32,
|Al-[B]

i:4—3:—16 = ‘AS-B_l‘:—].G.

‘A3-B_1 :|A|3-
|B] -4
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2°) Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2, -1, 0), AO1) y P(0, -3, 2), se pide calcular ra-
zonadamente, escribiendo los pasos del razonamigltado:

a ) La distancia del punto P al punto A.
b ) La distancia del punto P a la recta que paséopgpuntos Ay B.

¢ ) La distancia del punto P al plano que pasadgsopuntos A, By C.

?) La distancia entre dos puntos es el médulo debvegte determinan.
PA=A-P=(1,01)-(0,-32)=(13 -1).
AP =| PA| =12 +3*+(-1)° =1+9+1 =11 unidades.

b)

La distancia de P a la recta r viene dada porrtadta d (P, r) =

A un punto cualquiera de ry un vector director de la rectarr.

Un vector director de la recta r es cualquieraspeelinealmente dependiente del
vector AB=B-A=(2-10)-(1, 0, 1)=(1 -1 -1) = v=(1 -1 -1).

ik
o 1 3 -1
a(p r)z‘PADV _ -1 -af [-3i-jok=Bk-i | [ —di-dk|_ 4-]-i-k| _
’ V| (0P (-ap V1+1+1 V1+1+1 V3

unidades=d(P, r).

42 +(-1 _4-\1+1_4a-Vy2 _4-6
V3 VY3 V3 _3

c)
AC=C-A=(0,11)-(10,1)=(-11 0).

La ecuacion general del plan@ue pasa por los puntos A, By C es:
x-1 vy z-1

n(A; AB, E)s 1 -1 -1|=0;; y+(z-1)-(z-1)+(x-1)=0;;
-1 1 0



y+x-1=0 = m=x+y-1=0.

. : + By, +Cz, + D
La distancia de un punto a un plano &, 77)= [ A%+ By + C2 |.

VA? +B?+C?

Aplicando la formula al punto P(0, -3, 2) y alpdann = x+y-1=0:

|0-3-1] -4 _ 4 _42 .
P = = == — =22 .
d(P, n) JEZi+0? 14140 2 2 V2 unidades
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3°) Dada la funcion f definida po(x)=sen x, para cualquier valor real de x, se pide ob-
tener razonadamente, escribiendo los pasos delaazento utilizado:

a) La ecuacion de la recta tangente a la cyeva(x) en el punto de abscisa: =.

b ) La ecuacion de la recta normal a la cupvaf (x) en el punto de abscise=z. Se

recuerda que la recta normal a una curva en urfies la recta que pasa por ese pun:
to P y es perpendicular a la recta tangente arlea@n ese punto P.

c ) El angulo formado por las rectas determinaddesapartadosa) y b).

a)
La pendiente a una curva en un punto es el valesudlerivada en ese punto.

NE

f'(x)=cosx = m= f'(z)) =cos§:c0530’:7=m.

El punto de tangencia es el siguientée) = seng: sen 30°=% = T(7—67, %)

La ecuacion de la recta que pasa por un puntocatada pendiente viene dada
por la férmulay -y, = m(x-x,), que aplicada al caso que nos ocupa, es:

_IZQ(X_%@:%_Z—\/E " 12y—6=6\/§x—77\/§.

Recta tangente:t =6/3x-12y + (6— ﬂ\/§): 0.

b)
La recta normal tiene por pendiente la inverséadangente y con signo contra-
rio. El valor de la pendiente pakaZ es:

m= f'(g))zcos%:cos&?:% = m=-2.

El punto de tangencia es el siguientt@)=sen§: sen 60"=§ = N(%T gj
y—gz—Z[x—gj:—2x+2?n 0 6y—3\/_=—12x+477.

Recta normal: n=12x+6y +(-3J3-47)=0.




c)

3

Siendo las pendientes =73 y m, =-2. Sabiendo que el angulo que forman dos

rectas conocidas sus pendienteses :‘M :
1+m -m,

\/§+2 4++/3
tag a = 2 -2 |- 4"'\/5‘:(4+\/§)(\/§+1)=4\/§+4+3+\/§:7+5\/§D
MECIAIIERRE 2\/3-1) 23-1) 4 4
2

D%=3’9151 = a=73 40 18".
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