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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El alumno elegira solo tres problemas entre los geipuestos. Se permite el uso de
calculadoras siempre que no sean graficas o praiplas) y que no puedan realizar
calculo simbdlico ni almacenar texto o formulasm@moria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y goafideberan estar siempre debida-
mente justificados.

x+ay+2z=3

1°) Se da el sistema de ecuacior{es+ 3y + az = —2, dondea un parametro real,
x+y+2z=a

obtener razonadamente, escribiendo todos los pa@soazonamiento utilizado:

a) Los valores de para los cuales el sistema es compatible.

b) La solucion del sistema cuando= 0.

¢) Las soluciones del sistema en el caso en queosgaatible indeterminado.

a)
Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistengcuhciones lineales es
compatible cuando los rangos de las matrices decmo#es y ampliada son iguales.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 a 2 1 a 2 3
M = (1 -3 a) yM' = (1 -3 a —2).
1 1 2 1 1 2 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

1 a 2
IM|=|11 -3 a|=-6+24+a*+6—-—a—2a=a*-3a+2=0;
1 1 2

3+4/9-8 3+V1  3+1
> == > =2:a1=1,a2=2.




Para {Z i ;} = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

1 1 2 3
Paraa=1=>M’=<1 -3 1 —2)=>RangM’=>{Cl,C2,C4}:>
1 1 2 1
1 1 3
=1 -3 -2[=-34+3-24+94+2-1=8+#0= RangM' =3.
1 1 1
Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 2 2 3
Paraa=2=>M"=(1 -3 2 -2|={C,+C(C,=C,}=>Rang M’ =
1 1 2 2
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.
El sistema es compatible Va € R — {1}.
b)
x+2z=3
Paraa = 0 el sistema result{x — 3y = —2 , que es compatible determinado.
x+y+2z=0

Resolviendo por la regla de Cramer:

3 0 2
-2 =3 0
-18—4 -22
x =410 1 21 = =—-11
a?-3-a+2 2 2
1 3 2
1 -2 0
—44+4-6 -6
y:l 0 2: =—=—3
2 2 2
1 0 3
1 -3 =2
34942 14
Z=1 1 0 = =—=7
2 2 2

Solucion:x = =11, y=-3; z=7.

El sistema es compatible indeterminado para?2.

x+2y+2z=3
Paraa = 2 el sistema result%x —3y+2z=-2.
xX+y+2z=2



Despreciando una de las ecuaciones (segunda)gnidae = A:

x+2y=3—2/1} x+2y=3-22

x+y=2-2A —x—y=—2+2/1}=>y:1; x=1-24

Solucion:x =1—-21; y=1; z= A1, VAER.
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2°) Se dan los planas=x+y=1yn'=x—y+2z=1y el puntoP(1,—-1,0).
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasoazonamiento utilizado:

a) Unas ecuaciones paramétricas de la recfae pasa por el punto P y es paralela a
los planost y n’.

b) La distancia de la rectaa los planox y 7.

¢) Las ecuaciones de la recta que pasa por P y gerpeendicularmente a la recta
obtenida como interseccion de los plangsr’.

a)
Los vectores normales de los planogn’ sonn = (1,1,0) y?f’ =(1,—-1,1),
respectivamente.

El vector director de es linealmente dependiente del producto vectdadbs
vectoresi y n':

. i j k
nAn' =1 1 0O|l=i—-k—-k—j=i—j—2k>7v =(,-1,-2).
1 -1 1
x=14+41
rE{y=—1—/1.
z=-=-21

b)
La distancia de la rectaa los planosr y ' es la misma que la distancia del
puntoP(1,—1,0) a los planos y rr’'.

La distancia del punt@,(x,,y,,z,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

7 _ |Ax0+By0+CZO+D| . 7
dada por la formulad(P,, ) = N Aplicando la formula al punto

P(1,-1,0)yalosplanog =x+y=1yn'=x—-y+z=1:

_lvi+r(-n-1) o i-1-1) =1 1 E
d(P,m) = VIZ+12+02  JI+1+0 V2 V2 2°
d(P ,) _lri-1(-D+10-1] _ |1+1+0-1] _ J1] _ 1 _ ﬁ
N vy £ N v v= A - e
d(P,m) = \/2—5 unidades y d(P, ") = ? unidades.
c)
x+y=1

La rectas que determinan los planasy ' ess = {x —y4z=1



El haz de planog perpendiculares &y s (que son paralelas) es el siguiente:
B =x—y—2z+ D = 0. De los infinitos planos del h#z el planox que contiene al
puntoP(1,—1,0) es el que satisface su ecuacion:

=x—y—2z+D =0
pExmy Pz(f_lo)}=>1—(—1)—2-0+D=o;1+1+D=0;

24+D=0; D=-2=>a=x—y—2z—2=0.

El puntoQ de corte de la rectacon el planax es la solucién del sistema que
forman:
a=x—y—2z—2=0y x—y—2z=2
_ {x +y=1 } x+y= 1} = Restando a la tercera ecuacioén
S =
x—y+z=1) x—-y+z=1
1

la primera3z = —1;z = -3

x+y=1) x+y=1 ; ; -
1 422x==; x=- y=1l—-x=1--=—>=
x—y—;zl X—y=3 3 6 6 6
7 1 1
=0 -53)

Los puntos?(1,—-1,0) y Q (g%g) determinan el vector:

7 1 1

15 1
PG=00-0F =3, -5 —3) - 1L.-10)] = (5.2.-3)
Un vector director de es cualquiera que sea linealmente dependien@de
por ejemplow, = (1,5, —2).
x=14+21
s={y=-1+5A
z=—=2A
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3°) Dada la funcidif (x) = \/_
del razonamiento utilizado:

obtener razonadamente, escribiendo todos lospaso

a) El dominio de definicion y las asintotas de lacian f.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento,casho la representacion gréafica
de la funcién.

¢) El valor del = f23f(x) - dx.

a)
El dominio de la funciérf es el conjunto de valores reales que cumplen que
2—1>0; x*2>1,

Asintotas horizontales: son de la forgn& k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

X X
k = llm flx) = llm | == —1. k = llm f(x) = xlerwm = +1.
Lasrectasy = —1 ey = 1 son asintotas horizontales.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdgue hacen que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores quellam el denominador.

Vx2—1=0; x2—-1=0=>x, = —1,x, = 1.

Las rectas x = —1 y x = 1 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

b)
Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiepa derivada es positiva 0
negativa, respectivamente.

2

1VxZ—1—x—22 VxZ—1-—=

f(x) = 2Vx2-1 _ Jx2-1 _ x*-1-x% -1 _
a x2-1 B x?-1 T (xZz-DVxZ-1  (x2-1)VxZ-1
—Vx2-1 —Vx2-1

T (x2-1)(x2-1) x2( 2_1) <0,Vxe D(f)

La funcion es monotona decreciente sn su dominio.




La representacion grafica de la funcion es laisiga:

| YA
RN R
| |
|
- I Ly
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______ ____X_:_l___.__J:_____J:____ :_____._—_5
| |
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\«:,lyf(x)

Cc

) 3 3 x x*—1=t
I=J @) dx= [ o dx =0 g =gy
2

x=3->t=8
x=2—>t=3}:>

148
1 81 1 8 _1 1 |tz 118 8
ﬁ'z'3ﬁ'dt=z'f3tZ-dt=z'Hg=[t2]3=[ﬁ]3=V8—V3=

=22 —3.
I=f23f(x)-dx=2\/§—\/§.
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1 2 0
4°) Sedd = [0 1 Ol,obtener razonadamente, escribiendo todos los pksoazo-

. 0 2 1
namiento utilizado:

a) La justificacién de que A tiene inversa y el céade dicha matriz inversa.

b) Dos constantes, b de modo qué~! = A2 + a4 + bl. Se puede usar (sin compro-
barlo) que A verifica la ecuacit¥ — 342 + 34 — I = 0, siendd la matriz identidad.

c¢) El valor ded para que el sistema de ecuaciopes Al) - [y] = [0‘ tenga infinitas

soluciones. Para dicho valor didallar todas las soluciones del sistema.

a)
Una funcion es invertible cuando su determinastdigtinto de cero.
1 2 0
|A| = 1 0|=1#0= Lamatriz A es invertible.
0 2 1

Se obtiene la inversa depor el método de Gauss-Jordan.

1 2 01 0 0 1 0 01 -2 0
F, > F, — 2F.
(AII)=<0 1 00 1 0) e e onl= <0 1 0j0 1 0>=>
0 2 1lo o 33T 00 1lo -2 1
1 -2 0
=A=10 1 0
0 -2 1
b)
1 2 011 20 4 0
A2=4A-A=|0 1 0|-|0 1 0 1 0f
02 1l lo 2 1 4 1
-2 0 1 4 0 'a 2a 0 b 0 O
A—1=A2+aA+b1=>o 1 0[=|0 1 o|+[0 a o|+f0 b 0|=
0 -2 1 041_02aa 0 0 b
1 =2 0] [l+a+b 4+2a 0 _

:[o 1 o‘: 0 l+a+b 0 :14++“22b_‘_%}=>
0 -2 1 0 4+2a 1+a+b B
a+b=0 o

=>2a=_6}=>a— 3; b =3.




A1 =A2+aA+bl > A1 =A% —-34+3I.
A3 —34%24+3A-1=0=2A-(A2-34+3)—-1=4-A"1-1=0.
Queda probado que A®> —3A%* +3A—1 = 0.

1-21 2 0
=[ 0 1-21 0 }
A

0 2 1-

1 2 0 A 0 O
A—-AI=[0 1 0f[—[0 2 O
0 2 1 0 0 4

X 0 1-MDx+2y=0
(A—/U)-[y]=[0}=> 1-Dy=0¢.
z 0 2y+(1—-1)z=0

Se trata de un sistema homogéneo de tres ecuaaioneres incognitas que,
para que tenga infinitas soluciones, es decirceagatible indeterminado, segun el
teorema de Rocuhé-Frébenius, es necesario quagel d& las matrices de coeficientes
y ampliada (que a efectos de rango son igualegaten rango menor de tres, o lo que
es lo mismo: el determinante de la matriz de caefies tiene que ser cero.

1-21 2 0
0 1-2 0 |[=0; 1-2)3=0=>1=1.
0 2 1-1
0 2 0
La matriz de coeficientes resulta $ér 0 0], que tiene rango 1. Como el
0 2 0

sistema tiene tres incognitas, el sistema el cabipahdeterminado con dos grados
de libertad (dos parametros).

Solucion: x = u,y =0, z=6,Vu,6 €R.
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x=1
59) Se dan las rectas=s y=2+/1,/1€Ryssz+1=l=$yel plano de ecua-

-1
z =21
cionm = 3x + ay — z+ 1 = 0. Obtener razonadamente, escribiendo todos lospaso
del razonamiento utilizado:

a) Si hay algun valor del paramett@ara el cual la rectaesta contenida en

b) La distancia entre las rectay s.

, 2x—y =0
c¢) El coseno del angulo que forman la rectala rectat: {yx_ Zy= 5 -

a)

Una forma de resolver este apartado es la siguient

Una recta esta contenida en un plano cuando dios geintos de la recta estan
contenidos en el plano.

1=0- A(1,2,0)

x=1
r= {y =2+ A. Dos puntos de son:{/1 —15B(132)

z =21
Un punto pertenece a un plano cuando satisfaeeumcion:

n=3x+ay—z+1=0

A(1,2,0)}:3+2“+1=0; 442a=0>a=-2.

n=3x+ay—z+1=0

2
B(1,3,2)}:>3+3a—2+1—0, 2+3a—0=>a——§_

La recta r no esta contenida en el plano m para ningun valor real de a.

b)
En primer lugar, se estudia la posicion relatigdasd dos rectas.

Un punto y un vector director de la reetaonA(1,2,0) y v, = (0,1, 2).

Un punto y un vector director de la restaonB(—1,0,—-2) y v, = (2,—1,1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propaatas
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectaf que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:w = AB = 0B — 0A =[(—1,0,—-2) — (1,2,0)] = (—2,—-2,-2).




— —> —>

Segun que los vectorgs,, v, w} sean 0 no coplanarios las reotass se cortan
0 Sse cruzan, respectivamente.

Los vectoregv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determiname g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

0o 1 2
Rang (v, vo,w}=>|2 -1 1|=-8-2-4+4=-10#0>
-2 -2 =2

— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v;,W} =3 = v, V,,W no son coplanarios = r y s se cortan.

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directlerdéas rectas, y v., y el vector
w = (—2,—2,-2) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema qisearva.

El volumen del paralelepipedo es el producto mibetdos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observando que la altura h es igledistancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la sigufentea:

vy (05 X W)

V=o. Vs x W) =1|v, X V5|-h=1v, X V5|-d =d=—"="=
[vr X vl

0 1 2
o @x ol _ |y -10| 10|
Vy (Vg XW —_ _ _ -10 -10
d(r,s) =—T——— =122 20 = — - = —— =
|vy x vg| vt ] li+4j—2k+2i| [3i+4j—-2k]|
0 1 2
2 -1 1
_ 10 10 10 _ 10v29
J32+42+(=2)2  V9+16+4 V29 29
10v/29
d(r,s) = u




Otra forma de obtener la distancia es la siguiente:

Las ecuaciones paramétricas de las rectas tiesaigldientes expresiones:
x=1 x=-1+4+2u

rE{y:2+AySE{y=—u .
7 =21 z=—-2++ U

Un punto genérico de cada una de las rectas s@iglagntes:

Per=P(1,2+124); Qes=Q(—1+2u,—u,—2+ ).

QP=0P—-0Q =2 —-2u,2+ 21+ 1,24+ 21— p).

El vectorQ_P) tiene que ser perpendicular a los vectores direstde las rectas,
por lo cual, sus productos escalares tienen que aealbos cero:

0P -1, =02 Q2—-2u2+A+u2+21—u)-(0,1,2) = 0;

24+ A+u+4+41-2u=0; 5A—u=-6. (1)
0P - 7.=0=>Q—-2w2+1+u2+22—p)-(2,-1,1) =0;

4 —4u—2—-2A—u+2421—-u=01—-6u+4=0; 1—6u=-4. (2)
Resolviendo el sistema formado por las ecuacifies(2):

5/1—,u=—6} 5A—u=-6

14
A—6u=—4 —5/1+30y=20}:>29“‘14=>“—5'

A= 4 291 -84=-116=2291=-32>1=—2
29 29

El vectorQP resultan serf2 — 2u,2 + A + 1, 2 + 21 — )

- 28 32 14 64 14 —= (30 40 20
P=(2-22-2+-2-2-2)~QP(3,5.-2)
29 29 29 29 29 29" 29 29

La distancia pedida es el modulo del ve@sr

dor) = |Q—15| _ \/(2)2 + (ﬂ)z + (_ Q)Z _ V900+1.600+400 _ v2900 _ 10@.
: 29 29 29 29 29 29

10v29
= u.
29

d(r,s)




c)
El coseno del angulo que forman dos rectas esseino del anulo que forman
sus vectores directores.

7 =(0,1,2).

Un vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normaledglanos que la determinan, que
sonn; = (2,—1,0) yn, = (0,1,—-1).

ik
vi=12 <1 0|=i+2k+2j=i+2j+2k=>7=(1,22).
0 1 -1

Por el concepto de producto escalar de dos vectores

UV (0,1,2)-(1,2,2) _
[orl-vel  V02+12+22.V12422+22

v, - v; = |v| - |v7| - cosa = cosa =

. 0+2+4 6 2
"~ JO0+1+4+/1+4+4 549 5

2v/5
cos a = T
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6°) Los vértices de un triangulo sd0,12), B(—5,0) y €(5,0). Se desea construir
un rectangulo inscrito en el triangulo anterior|ats paralelos a los ejes coordenados
y dos de cuyos vértices tienen coordenddast, 0) y Q(x,0), sienddd < x < 5. Los
otros dos vértices estan situados en los segmABgsAC. Obtener razonadamente,
escribiendo todos los pasos del razonamiento autidiz

a) La expresiorf (x) del area del rectangulo anterior.

b) El valor dex para el cual dicha area es maxima y las dimensidakrectangulo
obtenido.

c¢) La proporcién entre el area del rectangulo antgrid area del triangulo.

a) |

La representacién grafica de la situa-
cion se expresa, de forma aproximada, en
la figura adjunta. |

La recta que contiene a los puntos-A
y B tiene la siguiente expresion explicita:

oo Y12 X0 y-12 x|

AB = 9_12 7 -5-0’ 12 5

_ 12 o
—6

_y-12 _x-0_ y-12 _x 12
Tac = = ; = =
0-12 5-0’ -12 5

Los vértices del rectangulo son los siguientes:

P(—x,0),0(x,0),R (x —Zx+ 12) yT (—x,%x + 12).
La superficie del rectangulo & (x) = PQ - QR = 2x - (—%x + 12).

Sporr(x) = Z—:X (5 —x).

b)
Una funcién tiene un maximo relativo cuando sdasu primera derivada y es
negativa su segunda derivada para los valoresrquarala primera derivada.

S == G-x)+=x-(-1) =24—Zx - Zx =24 "x.



S)=0224—-2x=0,24=2x, 1=2x>x=2
5 5 5 2

- . 5
S"(x) = —% < 0 = Méaximo relativo para = >

V4 V4 14 - 5
El area del rectangulo es maxima para x = >

=y 12 5

Parax = =>QR=—?-5+12=—6+12=6.

N |un

El rectangulo tiene 5 unidades de base y 6 de altura.

1219 _6.10 = 60 u?.

P

SPQRT == 5 . 6 == 30 uz. SABC ==

S 30 S 1
PQRt __ — SPQRt _

SaBc 60 SaBc 2
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