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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Instrucciones: El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. Cada una de las 
cuatro cuestiones de la opción elegida puntuará 2’5 puntos como máximo. Cuando la 
solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la respuesta da-
da. 
 
 
OPCIÓN A 
 
1º) a ) Encuentre, razonadamente, un valor del parámetro α para que sea compatible de-

terminado el sistema de ecuaciones ( )
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b ) Resuelva el sistema para el valor de α encontrado. 
 

---------- 
a )  
 Según el teorema de Rouché-Fröbenius, para que un sistema sea compatible de-
terminado tienen que tener el mismo rango las matrices de coeficientes y ampliada y 
además, ese rango tiene que ser igual al número de incógnitas. Como el sistema que nos 
ocupa tiene tres ecuaciones con tres incógnitas, para que el sistema sea compatible de-
terminado es suficiente que el rango de la matriz de coeficientes tenga rango tres, o sea, 
que su determinante sea distinto de cero. 
 

 La matriz de coeficientes es 
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 El sistema es compatible { }2,2−−∈∀ Ra . 
 

Como nos piden un valor, por ejemplo, el sistema es compatible para α = 0. 
 
b )  
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
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2º) Sean en R3 los vectores ( )0,0,2=e , ( )1,0,1 −=u  y ( )2,3,2 −−=v . 
 
a ) Calcule el producto vectorial ue × . 
 
b ) Calcule el seno del ángulo θ que forman e  y u . 
 
c ) Calcule el ángulo β que forman u  y v . 
 

---------- 
a )  
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b )  
 Aplicando el concepto de producto escalar de dos vectores: 
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c )  
 Basándonos en los mismos conceptos del apartado anterior: 
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3º) Estudie si la recta r de ecuación 24 −= xy  es tangente a la gráfica de la siguiente fun-
ción: ( ) 123 +−+= xxxxf  en alguno de sus puntos. 
 

---------- 
 
 La pendiente a una función en un punto es igual que el valor de la derivada de la 
función en ese punto. 
 
 La recta r tiene de pendiente m = 4. 
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En los puntos P y Q la tangente a la función f(x) tiene de pendiente 4. 
 
La recta r será tangente a f(x) en los puntos P y Q si éstos pertenecen a r: 
 

( ) rPPxyr ∈⇒=−−=⇒⇒−=≡ 22241·422,124 . 
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4º) a ) Halle, utilizando la fórmula de integración por partes, una primitiva de la función 

( ) xLxf +=1 . 
 
b ) Calcule el área de la región plana limitada por  la curva xLy = , la recta horizontal 

1−=y , y las rectas verticales 1=x  y ex = . 
---------- 
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( ) ( ) ( ) { } ⇒














=→=

=→+=
⇒−=⇒+== ∫∫∫∫

xvdxdv

dx
x

duxLu
duvvudvudxxLdxxfxF

1
1

···1  

 

( ) ( ) ( ) ( ) CxLxCxxLxxCxxxLdxxxLdx
x

xxxLxF +=+−+=+−+=−+=−+=⇒ ∫∫ ·1·1
1

··1  

 
( ) ( ) xLxxFesxLxfdeprimitvaUna =+=1 . 

 
b )  
 La figura representa, aproximadamente, la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 En el gráfico puede observarse que todas las ordenadas de la curva xLy =  son 
iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la recta y = -1, de donde se 
deduce que el área a calcular es la siguiente: 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dadas las matrices 
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A es IAAA 221 ++−=− . 
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 La inversa de A se determina por el método de Gauss-Jordan: 
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2º) a ) Calcule las ecuaciones implícitas de la recta r que pasa por el punto P(1, -1, 0) y 
es paralela a los planos 21 =+≡ yxπ  y 12 =+−≡ zyxπ . 
 
b ) Calcule también las ecuaciones paramétricas de r y un vector director de r. 
 

---------- 
a )  
 Las ecuaciones implícitas que determinan la recta r son las equivalentes a dos 
planos α1 y α2 paralelos, respectivamente, a los planos 21 =+≡ yxπ  y 12 =+−≡ zyxπ  que 
contengan al punto P(1, -1, 0). 
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 Otra forma de resolver el apartado: 
 

 Los planos 21 =+≡ yxπ  y 12 =+−≡ zyxπ  determinan la recta 
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que es paralela a la recta r pedida; unas ecuaciones paramétricas de esta recta son las 
siguientes: 
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 Un vector director de r es ( )2,1,1−=rv  y la expresión de r por unas ecuaciones 

continuas es: 
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Observación: Una misma recta puede expresarse por infinitos pares de ecuaciones im-
plícitas. 
 
b ) 
 La recta r tiene como vector director a cualquiera que sea linealmente dependien-
te del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan. 
 
 Los vectores normales de los planos que determinan a r son los siguientes: 
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 Un vector director de r es ( )2,1,1 −−=rv .  

 
La expresión de r dada por unas ecuaciones paramétricas es: 
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3º) a ) Enuncie el teorema de Bolzano. 
 
b ) Demuestre que alguna de las raíces del polinomio ( ) 184 −−= xxxP  es negativa. 
 
c ) Demuestre que P(x) tiene también alguna raíz positiva. 
 

---------- 
a )  
 El teorema de Bolzano se puede enunciar de la siguiente forma: 
 
 “Si una función f es continua en un intervalo cerrado [α, b] y en los extremos de 
éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un valor ( )bac ,∈  tal que 

( ) 0=cf ”. 
 
b )  

La función ( ) 184 −−= xxxP , por ser polinómica, es continua en su dominio, que es 
el conjunto de los números reales. 

 
Aplicando el teorema de Bolzano, por ejemplo, al intervalo (-1, 0): 
 

( ) ( ) ( )
( )

⇒




<−=
>=−+=−−−−=−

010

0818111·811 4

P

P   P(x) tiene al menos una raíz real en el 

intervalo considerado, lo cual implica que: 
 

Al menos una de las raíces del polinomio P(x) es negativa, c. q. d. 
  
c )  
 Considerando, por ejemplo, el intervalo (0, 3) y aplicando de nuevo el teorema de 
Bolzano: 
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Al menos una de las raíces del polinomio P(x) es positiva, c. q. d. 
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4º) Calcule la siguiente integral de una función racional: ∫ −+
= dx
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CxLxL +−++= 122 . 
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