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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
Instrucciones: El alumno elegirá una de las dos opciones propuestas. Cada una de las 
cuatro preguntas de la opción elegida puntuará como máximo 2’5 puntos. Cuando la 
solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá incluirse en la respuesta da-
da. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Considere las matrices 
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a ) Calcule la matriz CBA −= 23 . 
 
b ) Halle la inversa A-1 de la matriz A. 

---------- 
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b )  
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2º) a ) Calcule el valor del parámetro k para que la recta 
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plano 1=++≡ kzykxπ . 
 
b ) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia de la recta r al 
plano π. 

---------- 
a ) 

La expresión de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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Un vector director de r es ( )1,1,0 −=rv . 

 
Un vector normal del plano 1=++≡ kzykxπ  es ( )kkn ,1,= . 

 
Para que la recta r y el plano π sean paralelos es necesario que el vector director 

de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares. 
 
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 

( ) ( ) 101;;0,1,·1,1,00· =⇒=+−=−⇒= kkkknvr . 
 

La recta r y el plano π son paralelos para k = 1. 
 

b )   
 La distancia de la recta r al plano π es la misma que la de cualquier punto de r a π. 
 

 Un punto de r es 
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P . Para k = 1 el plano resulta 01=−++≡ zyxπ . 

 

 La distancia de un punto a un plano es: ( )
222

000;
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la fórmula al punto P y al plano 01=−++≡ zyxπ : 
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3º) a ) Estudie el dominio de definición, las asíntotas, los extremos relativos y los pun-

tos de inflexión de la función ( ) ( )
2

31

x

x
xf

+= . 

 
b ) Represente la función f(x) anterior utilizando los datos obtenidos en el apartado a ). 
 

----------  
 
a ) 
 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
los valores reales de x que anulan el denominador. 
 

( ) { }0002 −⇒⇒=⇒= RfDxx . 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer 
infinito; son de la forma y = k. 
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 Las asíntotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo: 
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La recta y = x + 3 es la asíntota oblicua de la función. 

 
 Una función tiene un extremo relativo para los valores que anulan su primera de-
rivada. 
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Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda de-

rivada: si es negativa para los valores que anulan la primera, se trata de un máximo y, si 
es positiva, de un mínimo. 
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 Para que existe un punto de inflexión es condición necesaria que se anule la se-
gunda derivada y que, para los valores que la anulen, no se anule la tercera derivada. 
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b ) 
 Con los datos anteriores se ha representado la función f(x), que es la que aparece 
en la figura siguiente. 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 

A 

f(x) 

X 

Y 

x = 0 

P 

y = x + 3 

O 



 

4º) Calcule la siguiente integral definida de una función racional: ∫
+

+−
−1

2
2

·
23

2e

dx
xx

x . 

---------- 
 

 En primer lugar determinamos la integral definida ∫ +−
−= dx
xx

x
I ·

23

2
2

. 

 

( )( )1223
1

2

2

13

2

893
;;023 2

2

12 −−=+−⇒




=
=

⇒
±=−±==+− xxxx

x

x
xxx . 

 

( )( ) CxLdx
x

dx
xx

x
dx

xx

x
I +−=

−
=

−−
−=

+−
−= ∫∫∫ 1·

1

1
·

12

2
·

23

2
2

. 

 
 

 [ ] ( ) 10111)1(·
1

1
·

23

2 1
2

1

2

1

2
2

=−=−−+=−=
−

=
+−

− +
++

∫∫ eLLeLxLdx
x

dx
xx

x e
ee

. 

 
********** 



 
OPCIÓN B 
 
1º) Considere el sistema compatible determinado de dos ecuaciones con dos incógnitas 
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S , cuya solución es el punto ( )1,20 −P  de R2. Sea S’ el sistema que se obtiene 

al añadir a S una tercera ecuación cbyax =+ . Conteste razonadamente a las siguientes 
preguntas: 
 
a ) ¿Puede ser S’ compatible determinado? 
 
b ) ¿Puede ser S’ incompatible? 
 
c ) ¿Puede ser S’ compatible indeterminado? 
 

---------- 
 

 El sistema resulta 
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a )  
 Un sistema es compatible determinado cuando los rangos de las matrices de co-
eficientes y ampliada son iguales e iguales al número de incógnitas. 
 

Para que S’ sea compatible determinado es necesario que la ecuación cbyax =+  
se satisfaga para el punto ( )1,20 −P ; tiene que ser cba =−2 . 
 

02mindet' =−− cbaparaadoercompatibleesS . 

 
b )  
 Un sistema es incompatible cuando los rangos de las matrices de coeficientes y 
ampliada son distintos. Como la matriz de coeficientes tiene rango 2, es sistema será 
incompatible cuando el rango de la matriz ampliada sea 3. 
 

 La matriz ampliada de S’ es 
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c )  

Un sistema es compatible indeterminado cuando los rangos de las matrices de co-
eficientes y ampliada son iguales y menor que el número de incógnitas. 

 
El rango de la matriz de coeficientes es 2, independientemente de los valores re-

ales de α, b y c, lo que supone que no puede ser menor que el número de incógnitas, por 
lo tanto: 
 

El sistema S’ no puede ser compatible indeterminado. 
 

********** 



 
2º) En R3, considere los cuatro puntos A(0, 1, 1), B(-2, 0, -1), C(-1, 1, 0) y D(-2, 2. 1), y 
sea r la recta que pasa por C y D.  
 
a ) Obtenga ecuaciones paramétricas de r. 
 
b ) Halle los puntos P de la recta r para los que el triángulo APB sea rectángulo en P. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos C(-1, 1, 0) y D(-2, 2. 1) determinan el vector ( )1,1,1−== CDw . 
 
 Un vector director de r es cualquier vector que sea linealmente independiente del 
vector ( )1,1,1−=w , por ejemplo ( )1,1,1 −−=rv . 
 
 Considerando el punto C, la expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es: 
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b )  
 Los puntos de r son de la forma ( )λλλ −−+− ,1,1P . 
 
 El triángulo APB será rectángulo en P cuando los vectores PA y PB sean perpen-
diculares. 
 
 ( ) ( ) ( )λλλλλλ +−=−−+−−=−= 1,,1,1,11,1,0PAPA . 
 
 ( ) ( ) ( )λλλλλλ +−+−−−=−−+−−−−=−= 1,1,1,1,11,0,2PBPB . 
 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
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3º) a ) Enuncie el teorema del valor medio de Lagrange. 
 
b ) Aplicando el anterior teorema a la función ( ) xsenxf = , pruebe que cualesquiera que 
sean los números reales α < b se cumple la desigualdad abasenbsen −≤− . 
 

---------- 
a ) 

El Teorema del Valor Medio del cálculo diferencial, también conocido como 
Teorema de Lagrange, se puede enunciar del modo siguiente:  

 
“Si f(x) es una función continua en el intervalo [α, b] y derivable en (α, b), enton-

ces, existe al menos un punto ( )bac ,∈  que cumple: ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' ”. 

 
 La interpretación geométrica puede 
apreciarse más fácilmente mediante la 
figura adjunta. 
 
 Considerada la función f(x), conti-
nua en [α, b] y derivable en (α, b) existe, 
por lo menos un punto N perteneciente al 
intervalo (α, b) en el que la recta tangente 
a la gráfica f(x) es paralela a la cuerda 
que une los puntos P y Q de coordenadas 

( )[ ] ( )[ ]bfbQyafaP ,, . 
 
 
b )  
 La función ( ) xsenxf =  es continua y derivable en su dominio, que es R, por lo 
cual le es aplicable el teorema del valor medio de Lagrange a cualquier intervalo finito 
considerado. 
 

Aplicando el anterior teorema a la función ( ) xsenxf =  en el intervalo [ ]ba, : 
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4º) a ) Dibuje el recinto plano limitado por la parábola 22 −= xy  y la recta xy = . 

 
b ) Calcule el área de dicho recinto plano. 
 

---------- 
a ) 
 Los puntos de corte de la parábola y la recta se obtienen de la igualación de sus 
expresiones: 
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 La representación gráfica, aproximada, de la situación es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b ) 
 Como se aprecia en la figura, las ordenadas de la recta son iguales o menores que 
las ordenadas correspondientes de la parábola en el intervalo correspondiente a la super-
ficie a calcular, por lo cual el área pedida es la siguiente: 
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