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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dosoops propuestas. Cada una de las
cuatro preguntas de la opcion elegida puntuara co@xdimo 2’5 puntos. Cuando la
solucion de una cuestidon se base en un calculbdéstera incluirse en la respuesta da-
da.

OPCION A
X+y—-4z=2
1°) a ) Estudie como es el sistema de ecuaciores-y-z=1:.
X-2y+3z=-1

b ) Resuelva el anterior sistema de ecuaciones.

a)
La matrices de coeficientes y ampliada son lagenges:
1 1 -4 1 1 -4 2
M=2 -1 -1|yM'=|2 -1 -1 1
1 -2 3 1 -2 3 -1
Ambas matrices tienen de rango 2 por ser la sedilada suma de las otras dos.
Segun el teorema de Rouché-Frébenius:
RangoM =RangoM'=2<n° incdég = Sistemacompatibleindeterminada
b)
X+y—-4z=2
Para resolver el sistema2x-y-z=1; se parametriza una de las incognitas, por
X-2y+3z=-1

ejemplo z 5. y se desprecia una de las ecuaciones, por ejelajptrcera:



X+y=2+4A
Y = 3x=3+51 5 x=1+51 5} y=2+41-x=2+4A-1-51=1+11=y.
2x—-y=1+A1 —_— —
x:1+%/] X=1+5A4
Solucion < y=1+ZA;, OAOR o mejor = Solucion < y=1+74;, ODAOR .
z=/ z=31
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: =0 +y=1
2°) Considere en¥Ras rectas E{X ,ss{x y==
z=0 x-y=1

a ) Obtenga un vector director de la recta s.
b ) Obtenga el planm, que contiene ary es paralelo a s.

c ) Obtenga el planm, que contiene ar y es perpendicular a s.

a)
Un vector director de la recta s es cualquierasgaelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales delasos que la determinan, que son los

siguientes:n, =(1, 1, 0) y n, =(1 -1, 0).
i ] Kk

Vv,=n0On, =1 1 0|=-k-k=-2k = v, =(0, 0, 1).
1 0

b)

Un punto de r es A(O, 1, 0).

Un vector director de r es cualquiera que sealimente dependiente del produc-
to vectorial de los vectores normales de los plapesla determinan, que son los si-

guientes:m =(1, 0,0) y m, =(0, 0, 1).

vV, =m Om, = =-j = v, =(0,2 0).

o O —
— O X

i
1
0

La ecuacion general del planpque contiene ary es paralelo a s es la siguiente

X y-1 z
ﬂl(A; v, , 73')50 1 0/=0= m=x=0.
0 0 1

C)

Debe notarse que las rectas r y s son perpendisyt@r ser nulo el producto es-
calar de sus vectores directores: v, =(0, 1, 0)- (0, 0, 1)=0+0+0=0.

El haz de planog perpendiculares a la recta s tiene como vectaonaloal vector
director de la recta s, que es=(0, 0, 1); su expresion general gs=Cz+D =0.

Conocida la condicidon de perpendicular de lasasecy s, el plana, pedido, per-



teneciente al haz de plangstiene que contener a un punto de r, por ejemipboi@o
conocido A(0, 1, 0).

Y=Cz+D=0

= C:-0+D=0=D=0= m,=z=0.
AQ, 1, 0) B=z77
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39 a ) Enuncie la condicion que debe cumplir par@a una recta =a sea asintota ver-
tical de una funciore (x).

2 —
b ) Calcule las asintotas horizontales ety -en +o) de la funcionf (x):XZ’L—X;.
X" —=—X-

a)
Una funcioén f(x) tiene una asintota vertical cuando expresada ademente es
racional y tiene como factor en el denominadorexfaresion(x-a).

b)
Siendox*-x-2=0;; x=1 “21+8 =112\/§ :1123: x, =-1 x, =2, la expresion ante-
rior puede ponerse de la formd-x-2=(x+1)(x-2), con lo cual la funcién puede ex-
x> +x-1

presarse de la formé(x) =

(x-1)x-2)’

Las rectas x = 1 y x = 2 son asintotas verticatele duncion

Las tendencias de las asintotas dependen derstesliaterales.

/im /fim  x?+x-1 1+1-1 1
f(x)= - -1

X1 T x)x-2) 0 (2 o —=

X1 x -1 (x-1)(x-2) 0"-(-2) 00 —
im fim  x*+x-1 _4+2-1_5

B f(x)= _ = —=_—-==-%

X 2 x-2 (x-1)(x-2) 100 0O —
/im fim  x®*+x-1 4+2-1 5

f(x) = =2 =+o

X - 2" “x-2 x-)x-2)" 100 0o —

*kkkkkhkkkk



4°) Calcule el area de la regién plana limitadalagréafica de la funciéri (x)=senx, el
eje OXylasrectag=0y x=2n.

/2

La gréafica de la funciéri(x)=senx es la de la figura, de la cual se deduce el are
pedida, que es la siguiente:

S= ]Zsenx -dx+ ]Zsenx -dx= [—cosx]g +[— cosx]’z’n = [cosx]?7 +[cosx]f,” =
0 2m

=(cos0-cosm)+(cos2r-cosm)=1-(-1)+1-(-1)=4u? =

w
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OPCION B
1 0 1
1°) a ) Calcule el determinante de la maiz 0 0 2]|.
0 -10
b ) Calcule la matriz inversa de A.

c ) Calcule el determinante de la matBiz 1 A* sin obtener previamente B.

a)
1 0 1
0 2
|A]=|[0 0 2/=1. =1.2=2
-1 0 =
0 -1 0
b)
(O —1] _O —1] (O OJ
10 0 2 0 1 O 1 2 2 -1 0
¢ . ¢ 00 10 10
A = 0 -1 Adj. de A" =| - - =0 0 -2|.
12 0 2 0 10 12 0 1 0
0 O _1 0 1 0
0 -1 0 - 00
di d . -1 O 1—% 0
A—l_w_l. 0O 0 -2|=l0 0 -1
A2
0 1 0 0 % 0
c)

1)’ 1)’ 2\’
=|(L. A =(1. . . = = . .2.2=|= 23 =12 =13 =
BI=](3-A)-A-A[=|3- Al A A [(Zj z} 2.22(3] 2= 5] v,
Se ha tenido en cuenta que la matriz cuadradadk @sden tres y las siguientes

propiedades de las matrices y los determinantes:

1.- El determinante de un producto de matriceg@a ial producto de los determinantes
de las matrices.

2.- Si se multiplica una matriz por un numero reesotra matriz cuyos elementos que-
dan todos y cada uno de ellos multiplicados pdramimero.

3.- Si se multiplican los elementos de una lineaideeterminante por un namero, el
valor del determinante queda multiplicado por dinbimero.
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2°) a ) Dado el plane; =z=0, escriba las ecuaciones de los planog r; tales que los
planosn,, m, y n3 se corten dos a dos pero no exista ningun pummicale los tres.

b ) Clasifique el sistema formado por las ecuasateslos planos,, m, y ma.

a)
A titulo de ejemplo, el dibujo adjunto expresa witaacion real de la cuestion

pedida.
Z
!

Los puntos que determinan los plangg m; son los siguientes:
1, — A(3, 0, 0), B(0, 0, 3) y C(0, 5, 3).
s — D(1, 0,0), E(3,0, 2) y F(1, 3, 0).

Las ecuaciones generales de los plangst; son las que se obtienen a continua-
cion.

Los puntos A(3, 0, 0), B(O, 0, 3) y C(0, 5, 3)tateinan los siguientes vectores:
m=AB=(-3 0,3 y n=AC=(-3 5, 3).

Xx-3 'y z
772(A; m, ?{)E -3 0 3/=0;; —9y—15z—15(x—3)+9y:O;; z+x-3=0=
-3 5 3

= 1m,=x+2z-3=0.

Los puntos D(1, 0, 0), E(3, 0, 2) y F(1, 3, O)edetinan los siguientes vectores:
P=DE=(202)y q=DF=(0, 3 0).

y z
0 2/=0;; 62-6(x-1)=0;; z-x+1=0= 77, =x-2z-1=0.
30

Los planos pedidos pueden ser |os hallagog zs.



b)
z=0
El sistema formado por los tres planosxex=3;, que es incompatible, lo que
x-z=1
significa que los tres planos no tienen puntos amum, determinando en sus cortes
(dos a dos) tres rectas que son paralelas, coecunggrueba a continuacion.

. z=0 .
Los planost; y ©, determinan la recte, = 4y’ cuyo vector director es cual-
X+Z=

guiera que sea linealmente dependiente de losresctmrmales de los planos que la
determinan, que son =(0, 0,1) y n, =(1, 0, 1):

. z=0 .
Los planosrt; y nz determinan la recta, s{ _p cuyo vector director es cual-

guiera que sea linealmente dependiente de losresctmrmales de los planos que la
determinan, que son, =(0, 0,1) y n, =(1, 0, -1):

P
V=0 0
10

. X+z=3 .
Los planosrt, y m, determinan la rectg, = L cuyo vector director es cual-
X—Z=

guiera que sea linealmente dependiente de losresctmrmales de los planos que la
determinan, que son, =(1, 0, 1) y n, =(1, 0, -1):

1 1
1 -1

X

:_jw ‘:_y(quz—zj:>ﬁgzkxloy

i
V., =|1
10 -1

La igualdad de los tres vectores directores juaatila comprobacién que busca-
bamos.
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39) a ) Enuncie el teorema de Bolzano.

b ) Aplique el teorema de Bolzano para probar quecliaciéncosx=x*-1 tiene solu-
ciones positivas.

c ) ¢ Tiene la ecuaciGrosx = x> —1 alguna solucidon negativa? Razona la respuesta.

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseealstnenos un valaz(a, b) tal que

f(c)=0".

b)
Considerando la funciéri(x)=cosx-x?+1, continua en su dominio, que es el

conjunto de los numeros reales, por estar formaddapsuma de tres funciones conti-
nuas que tienen el dominio expresado.

La funcion f(x) cumple los requisitos necesari@sapaplicarle el Teorema de
Bolzano a cualquier intervalo cerrado considerado.

Demostrar que la funciém(x)=cosx-x?+1 tiene soluciones positivas es equiva-
lente a demostrar que, por lo menos un valor gdedxf(x) cumple con el teorema de
Bolzano.

Considerando el intervalo, ]

f(0)=cos0-0?+1=1-0+1=2>0.

2
-+
f(z)=cosZ-| 2 s1=- ="
2 \2 4 4
Segun el teorema de Bolzano, se puede afirmalage®uacioncosx = x* -1 tiene
al menos una solucién positiva, como teniamos qoieap.

c)

Teniendo en cuenta qui-x)=cos(-x)-(-x)*+1=cosx-x?+1= f(x), la funcién
f(x) es simétrica con respecto al eje de ordengd@®mo consecuencia, la ecuacion
cosx = x> -1 tiene por lo menos una solucidn negativa, porrtana solucion positiva.
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49) Calcule la siguiente suma de integrales dedsiid
2 2
j—sz -dx+ J'(— senx - €™ +cod x - €™ ). dx,
1 X m

cuyas integrales indefinidas asociadas son innmediat

2 2 - 2

-2 X 2
j—s -dx+ j(— senx - e*™ +¢os* X - ese”x) : dx:{— 2-—2} +[cosx . ese”X] "=
X -
1 s 1

m

= [X—lzI + [cosx : ese”x]f,” =2—12 —112 + [cos(2n) : ese“(z”)]— (cosn- ese””):%r—1+ 1-€° —[(—1) : e°] =

- 3, 1-1—(—1-1):1+1:§.
4 4 " 4

2__2 2T 5

j—g - dx+ j(—senx .e%*™ +cog X - ese”x) : dxzz u?.
X

1 Vi
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