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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno deberá elegir una. 
Cada opción consta de 4 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones dife-
rentes, se considerará como elegida la correspondiente al primer ejercicio presentado 
por el alumno. Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá 
incluirse en la respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Sea la matriz � = � 0 1 1� 0 �−2 � 0	 que depende del parámetro � ∈ �. 

 �) Determine el rango de la matriz A según los valores del parámetro �. 


) Para � = 1 resuelva, si existe solución, la ecuación matricial � · ����� = �111	. 

---------- �)  

 |�| = � 0 1 1� 0 �−2 � 0� = �� − 2� = 0;   ��� − 2) = 0 ⇒ �� = 0, �� = 2. 

 ���� �� ≠ 0� ≠ 2! ⇒ ��"# � = 3. 

 

 ���� � = 0 ⇒ � = � 0 1 10 0 0−2 0 0	 ⇒ % 0 1−2 0% ≠ 0. 

 

 ���� � = 2 ⇒ � = � 0 1 12 0 2−2 2 0	 ⇒ %1 10 2% ≠ 0. 

 ���� �� = 0� = 2! ⇒ ��"# � = 2. 

 
 




)  

Para � = 1 ⇒  � 0 1 11 0 1−2 1 0	 · ����� = �111	 ⇒       � + � = 1      � + � = 1−2� + � = 1'. 
 
El sistema resultante es compatible determinado. Resolviendo por la regla de 

Cramer: 
 

� = �� � �� ( �� � (�
�·��)�) = �*�)�)� = �)� = −1. � = � ( � �� � �)� � (�

)� = �)�*�)� = �)� = −1. 

  

� = � ( � �� ( �)� � ��
)� = �)�)�)� = )�)� = 2. 

  +,-./0ó": � = � = −1, � = 2. 

 
********** 

  



2º) Sean los puntos ��2, 0, 1) � 3�2, 0, 3) y la recta � dada por el punto 4�1, 0, 2) y el 
vector 56777⃗ = �−1, 0, 0). Determine los puntos � de la recta � para los cuales el área del 
triángulo �3� es 2. 

---------- 

 La expresión de � por unas ecuaciones paramétricas es � ≡ :� = 1 − ;� = 0        � = 2        . 
 
 Los puntos de � son de la forma ��1 − ;, 0, 2). 
 

Los puntos �, 3 � � determinan los siguientes vectores: 
 
 ��77777⃗ = <� − �= = <�1 − ;, 0, 2) − �2, 0, 1)= = �−1 − ;, 0, 1).   
 3�77777⃗ = <� − 3= = <�1 − ;, 0, 2) − �2, 0, 3)= = �−1 − ;, 0, −1). 
 

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan: 
 

 +>?@ = �� · A��77777⃗ × 3�77777⃗ A = �� · C 0 D E−1 − ; 0 1−1 − ; 0 −1C = 2; 
 |�−1 − ;)D + �−1 − ;)D| = 4;  |�2 + 2;)D| = 4 ⇒ |1 + ;| = 2 ⇒   
 ⇒    1 + ; = 2−1 − ; = 2! ⇒ ;� = 1 ⇒ ���0, 0, 2);  ;� = −3 ⇒ ���4, 0, 2). 

 G,H I."J,H KL � M.L /.NI-L" -� /,"K0/0ó" ILK0K� H," ���0, 0, 2) � ���4, 0, 2). 

  
********** 

  



3º) Sea la función O��) = |�| = �−�  H0  � < 0 �   H0  � ≥ 0 . 

 �) Estudie la continuidad y la derivabilidad de O��). 
 
) Estudie la monotonía (crecimiento y decrecimiento) de O��) y justifique si en el 
punto � = 0 la función O��) tiene un mínimo relativo. 
 /) Dibuje el recinto plano limitado entre las funciones O��) = |�| � #��) = 2 − �� y 
calcule su área. 

----------  �)  
 La función O��) es continua en R, excepto para � = 0, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuación. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 ���� � = 0 ⇒ : limU→(W O��) = limU→(�−�) = 0       limU→(X O��) = limU→( � = 0 = O�0) ⇒ 

 ⇒ limU→(W O��) = limU→(X O��) = O�0).  

 G� O."/0ó" O��) LH /,"J0".� I��� � = 0. 

 
 La función O��) es derivable en R, excepto para � = 0 cuya derivabilidad es 
dudosa y se estudia a continuación. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 OY��) = �−1  H0  � < 0 1   H0  � ≥ 0  ⇒ � = 0 ⇒ OY�0) = �−1  H0  � < 0 1   H0  � ≥ 0  ⇒  

 ⇒  OY�0)) ≠ OY�0*) ⇒ La función O��) no es derivable en � = 0. 
 G� O."/0ó" O��) LH KL�05�
-L L" � − Z0[ 
 
)  
 Una función es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada 
es positiva o negativa, respectivamente, en ese punto. 
 

 OY��) = �−1  H0  � < 0 1   H0  � ≥ 0 . 

 



 Teniendo en cuenta el domino de la función, que es \�O) ⇒ �, los periodos de 
crecimiento y decrecimiento de la función son los siguientes: 
 4�L/0N0L"J,: OY��) > 0 ⇒ �^�0, +∞). 

 \L/�L/0N0L"J,: OY��) < 0 ⇒ �^�−∞, 0). 

 
 Teniendo en cuenta la continuidad de la función y los periodos de crecimiento y 
decrecimiento se deduce que: 
 G� O."/0ó" O��) J0L"L ." Ní"0N, �
H,-.J, L" L- I."J, a�0, 0). 

 /)  
Los puntos de corte entre las funciones O��) = |�| � #��) = 2 − �� se obtienen 

de la ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 

       O��) = #��) ⇒ |�|  = 2 − �� ⇒ b� < 0 → −� = 2 − ��� > 0 → � = 2 − ��   ⇒ �� − � − 2 = 0�� + � − 2 = 0c ⇒  

 ⇒ � = −1 → ��−1, 1)� = +1 → 3�1, 1)   c.  
 

La función #��) = 2 − �� es una pará-
bola cóncava �∩) con vértice en e�0, 2). 
 
 La representación gráfica de la situación 
es, aproximadamente, la que figura en el dibujo 
adjunto. 
 
 Teniendo en cuenta la simetría de las funciones O��) = |�| � #��) = 2 − �� y 
de la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la siguiente: 
 

 + = 2 · f <#��) − O��)= · K��( = 2 · f <�2 − ��) − �= · K��( = 
 = 2 · f �−�� − � + 2)�( · K� = 2 · g− Uhi − Uj� + 2�k(

� = 2 · gl− �i − �� + 2m − 0k =  

 = 2 · )�)i*��n = oi ≅ 2,33. + = oi  .� ≅ 2,33 .�. 

 
********** 
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4º) En un centro comercial el 35 % de los clientes utiliza carro. El 70 % de los que 
utilizan carro son hombres y el 40 % de los que no utilizan carro son mujeres. 
 �) Calcule la probabilidad de un cliente elegido al azar sea mujer. 
 
) Sabiendo que un cliente elegido al azar ha sido hombre, ¿qué probabilidad hay de 
que utilice carro? 

---------- �)  
 
 
 
 
 
 
 
 
 � = ��s) = ��4) · ��s/4) + �u4v · �us/\v = 0,35 · 0,3 + 0,65 · 0,4 =  
 = 0,105 + 0,260 = 0,365. 
 
)  � = ��4/y) = @�z∩{)@�{) = @�z)·@�{/z)@�z)·@�{/z)*@uzv·@u{/|v = (,i}·(,o(,i}·(,o*(,n}·(,n =  

 = (,�~}(,�~}*(,i�( = (,�~}(,ni} = 0,3858 . 

********** 
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OPCIÓN B 

1º) Considere las matrices � = �1 0 12 2 20 −1 1	  � 3 = �1 0 11 1 10 1 1	. 

 �) Calcule la matriz r tal que r = �� + 3� − 2�3. 
 
) Halle la inversa �)� de la matriz A. 
 

---------- �)  

 �� = � · � = �1 0 12 2 20 −1 1	 · �1 0 12 2 20 −1 1	 = � 1 −1 26 2 8−2 −3 1	. 

 

3� = 3 · 3 = �1 0 11 1 10 1 1	 · �1 0 11 1 10 1 1	 = �1 1 22 2 31 2 2	. 

 

 2 · � · 3 = 2 · �1 0 12 2 20 −1 1	 · �1 0 11 1 10 1 1	 = 2 · � 1 1 24 4 6−1 0 0	 = 

 

= � 2 2 48 8 12−2 0 0 	. 

  

r = �� + 3� − 2�3 = � 1 −1 26 2 8−2 −3 1	 + �1 1 22 2 31 2 2	 − � 2 2 48 8 12−2 0 0 	. 

 

r = �� + 3� − 2�3 = �0 −2 −10 −4 −11 −1 3 	. 

 
)  
Se obtiene la inversa de la matriz A por el método de Gauss-Jordan. 
 ��|�) = �1 0 12 2 20 −1 1�1 0 00 1 00 0 1	 ⇒ Z�� → �� − 2��[ ⇒  

 

⇒ �1 0 10 2 00 −1 1� 1 0 0−2 1 00 0 1	 ⇒ Z�� ↔ �i[ ⇒ �1 0 10 −1 10 2 0� 1 0 00 0 1−2 1 0	 ⇒  

 



⇒ Z�� → −��[ ⇒ �1 0 10 1 −10 2 0 � 1 0 00 0 −1−2 1 0 	 ⇒ Z�i → �i − 2��[ ⇒   

 

⇒ �1 0 10 1 −10 0 2 � 1 0 00 0 −1−2 1 2 	 ⇒ ��i → �� �i! ⇒ �1 0 10 1 −10 0 1 � 1 0 00 0 −1−1 �j 1 	 ⇒  

 

⇒ b�� → �� − �i�� → ��+�i c ⇒ �1 0 00 1 00 0 1� 2 W�j −1−1 �j 0−1 �j 1 �. 

 

⇒  �)� = � 2 W�j −1−1 �j 0−1 �j 1 � = �� · � 4 −1 −2−2 1 0−2 1 2 	. 

 
********** 

  



2º) Sean las rectas � ≡ U)ii = �)})� = �)�~  � H ≡ b� − � − � = 2     2� + 2� − � = 4. 

 �) Estudie la posición relativa de dichas rectas. 
 
) Halle la distancia entre ambas rectas. 

----------  �)  
 La expresión de � mediante unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

 � ≡ U)ii = �)})� = �)�~ ⇒ �−� + 3 = 3� − 154� − 12 = 3� − 6 ! ⇒ � ≡ �� + 3� = 184� − 3� = 6. 

 

Las rectas � y H determinan el sistema �� + 3� = 18        4� − 3� = 6        � − � − � = 2     2� + 2� − � = 4. 

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 s = �1412
30−12

0−3−1−1� y sY = �1 3 0   18412
0−12

−3   6−1   2−1   4�. 

 
 Según sean los rangos de s � sY pueden presentarse los siguientes casos: 
 
 1 − ��"# s = 3, ��"# sY = 4 ⇒ +L /�.��". 
 
 2 − ��"# s = 3, ��"# sY = 3 ⇒ +L /,�J�". 
 
 3 − ��"# s = 2, ��"# sY = 3 ⇒ +," I���-L-�H. 
 
 4 − ��"# s = 2, ��"# sY = 2 ⇒ +," /,0"/0KL"JLH. 
 

         ��"#, KL s ⇒ Z�� + �i = �~ [ ⇒ Z��, ��, �i [ ⇒ �1 3 04 0 −31 −1 −1� = = −9 − 3 + 12 = 0 ⇒ ��"# s = 2. 
 

  ��"# sY ⇒ �1 3 0   18412
0−12

−3   6−1   2−1   4� ⇒ :�� → �� − 4���i → �i − ���~ → �~ − 2��' ⇒ 

 

⇒ �1 3 0   18000
−12−4−4

−3 −66−1 −16−1 −32� ⇒ ��� → −�h���i → −�i�~ → −�~ � ⇒ �1 3 0 18000
444

1  221 161 32 � ⇒   



⇒ b�i → �i − ���~ → �~ − ��c ⇒ �1 3 0 18000
400

1  220 −60 10 � ⇒ ��i → −���i�~ → ����~ � ⇒ �1 3 0 18000
400

1  220 10 1 � ⇒  

 

⇒ �1 3 00 4 10 0 0    18221 	 ⇒ ��"# sY = 3. 

 G�H �L/J�H � � H H," I���-L-�H. 

 
 De otra forma: 
 
 La expresión de la recta H por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

       H ≡ b� − � − � = 2     2� + 2� − � = 4 ⇒ � = 4; ⇒      � − � = 2 + 4;2� + 2� = 4 + 4;c � − � = 2 + 4;� + � = 2 + 2;c ⇒  

 ⇒ 2� = 4 + 6;;   � = 2 + 3;.    � = � − 4; − 2 = 2 + 3; − 4; − 2 = −; ⇒  
 

⇒ H ≡ :� = 2 + 3;� = −;       � = 4;        . Un vector director de H es 5�777⃗ = �3, −1, 4). 

 

 Un vector director de � ≡ U)ii = �)})� = �)�~  es 56777⃗ = �3, −1, 4). 

 
 Al ser linealmente dependiente los vectores 56777⃗  � 5�777⃗  las rectas � � H son paralelas 
o coincidentes. Un punto de H es ��2, 0, 0), no pertenece a � por no satisfacer su ecua-
ción, por lo que se deduce que: 
 G�H �L/J�H � � H H," I���-L-�H. 

 
)  
 La distancia entre las rectas paralelas � � H es equivalente a la distancia del punto ��2, 0, 0) ∈ H a la recta �. 
 

La distancia de un punto a una recta puede 
determinarse teniendo en cuenta que el área del pa-
ralelogramo que forman dos vectores es el módulo 
de su producto vectorial y, de forma geométrica, es 
el producto de la base por la altura. 
 

 Un punto de la recta � ≡ U)ii = �)})� = �)�~  es ��3, 5, 2). 
 

Para una mejor comprensión del proceso se hace un dibujo de la situación. 
 

56777⃗  

��77777⃗  

S � 

� 

P 

ℎ = K��, �) 



+ = A56777⃗ ∧ ��77777⃗ A    + = |56777⃗ | · ℎ� ⇒ A56777⃗ ∧ ��77777⃗ A = |56777⃗ | · ℎ ⇒ ℎ = K��, �) = A��7777⃗ ∧>@77777⃗ A|��7777⃗ | . 

 
 Aplicando la fórmula al punto � y a la recta �: 
 
 ��77777⃗ = <� − �= = <��2, 0, 0) − �3, 5, 2)= = �−1, −5, −2). 
 

 K��, �) = A��7777⃗ ∧>@77777⃗ A|��7777⃗ | = C � � �i )� ~)� )} )�C
�ij*�)�)j*~j = |��)~�)�}�)�*�(�*n�|√�*�*�n = |���*��)�n�|√�n = 

 = �·|���*�)��|√�n = 2 · ���j*�j*�)�)j√�n = 2 · √���*�*n~√�n = �√��n√�n = �√�i√�i = �√�.�(��i . 

 K��, H) = �√�.�(��i  ."0K�KLH. 

 
********** 

  



3º) Sea la función O��) = � · G� para � > 0. 
 �) ¿Se puede definir O�0) para que O��) sea continua por la derecha de � = 0? 
 
) Estudie los máximos y mínimos relativos de O��) para � > 0. 
 /) Halle, si existe, la recta tangente a O��) en � = 1. 
 K) Calcule una primitiva ���) de la función O��) = � · G�. 
 

---------- �)  

 limU→(X O��) = limU→(X�� · G�) = 0 · �−∞) ⇒ �"KLJ. ⇒ limU→(X  U�¡ = )¢�� = )¢¢ ⇒ 

 ⇒ �"KLJ. ⇒ ZG′y,I0J�-[ ⇒ limU→(X
�¡) �¡j = − limU→(X� = 0. 

 O�0*) = 0. 

 
)  
Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-

ción necesaria que se anule su derivada en ese punto.  
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 

 OY��) = 1 · G� + � · �U = 1 + G�. 

 OY��) = 0 ⇒ 1 + G� = 0;   G� = −1 ⇒ � = L)� = �¤. 

 OYY��) = �U ;   OYYu�¥v = ��¥ = L > 0 ⇒ sí"0N, �L-�J05, I��� � = �¤. 

 

 Ou�¥v = �¤ · GL)� = − �¤ ⇒ sí"0N,: � l�¤ , − �¤m. 

 /)  
Para � = 1 la función es O�1) = 1 · G1 = 1 · 0 = 0. 

 
El punto de tangencia es ��1, 0). 

 
La pendiente de la tangente a una función en un punto es el valor de su derivada 

en ese punto: 



 OY��) = 1 + G� ⇒ N = OY�1) = 1 + G1 = 1 + 0 = 1. 
 
 La ecuación de la recta punto-pendiente es: � − �( = N�� − �(). 
 
 � − 0 = 1 · �� − 1) = � − 1. 
 G� �L/J� J�"#L"JL ILK0K� LH J ≡ � − � − 1 = 0. 

 K)  

 ���) = f � · G� · K� ⇒ �. = G� → K. = �U · K�� · K� = K5 → 5 = Uj� � ⇒ Uj� · G� − f Uj� · �U · K� =  

 = Uj� · G� − �� · f � · K� = Uj� · G� − �� · Uj� + 4 = Uj~ · �2G� − 1) + 4. 

 ���) = Uj~ · �2G� − 1) + 4. 

 
********** 

  



4º) Se estima que en una partida de bombillas el 10 % son defectuosas. Si se eligen al 
azar 6 bombillas de esa partida, calcule: 
 �) La probabilidad de que ninguna sea defectuosa. 
 
) La probabilidad de obtener más de 2 defectuosas. 
 /) La media y la desviación típica de la distribución. 
 

---------- �)  
Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

 

 \LOL/J.,H�: I = ��( ;   �, KLOL/J.,H�: M = ��( ;   " = 6;   � = 0. 

 
Sabiendo que la fórmula de la probabilidad de la distribución binomial es � =l"�m · I6 · M¦)6, la probabilidad pedida es: 

 � = l60m · l ��(m( · l ��(mn = 1 · 1 · 0,9n = 0,531441. 

 
)  
 El suceso contrario a “obtener más de 2 defectuosas” es “obtener como mucho 
2 defectuosas”. 
 

 � = 1 − §l60m · l ��(m( · l ��(mn + l61m · l ��(m� · l ��(m} + l62m · l ��(m� · l ��(m~¨ = 

 = 1 − l0,531441 + 6 · 0,1 · 0,9} + n!~!·�! · 0,01 · 0,9~m =  

 = 1 − �0,531441 + 0,354294 + 15 · 0,01 · 0,9~) =  
 = 1 − �0,885735 + 0,098415) = 1 − 0,984150 = 0,01585.  
 /)  
 En una distribución normal de las siguientes características: 
 

Media es ª = " · I = 6 · 0,1 = 0,6. 
 
 

Desviación típica: « = �" · I · M = √6 · 0,1 · 0,9 = �0,54 = 0,7348. 
 

********** 
 


