PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JULIO — 2019

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

La prueba consta de dos opciones A y B, de lageswdlalumno debera elegir una.
Cada opcidn consta de 5 ejercicios. En el casealear ejercicios de opciones dife-
rentes, se considerara como elegida la correspurdid primer ejercicio presentado
por el alumno. Cuando la solucion de una cues&dnase en un calculo, éste debera
incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1 1 -1 1 0 0
1°) Dadas las matrices= (0 1 1 ) el = (0 1 0), pruebe que la inversa de

0 0 1 0 0 1
AesA™l =A% -3A4+3l.

1 1 —1/1 0 0
(A|1)=<0 1 10 1 0>=>{F1—>F1—Fz}=>
0 0 110 0 1
1 0 =2[11 -1 0 F, - F, + 2F, 1 0 0|1 -1 2
=(0 1 1010=>{F_)F_F}:>01001—1:>
00 110 0 1 2 h2 03 0 0 1lo o 1

1 -1 2
:>A‘1=<0 1 —1).
0O O 1
1 1 -1 1 1 -1 3 3 -3
A2—3A+31=<0 1 1)'(0 1 1)-(0 3 3>+3I=
0 0 1 0O 0 1 0O 0 3

1 2 -1 3 3 -3 3 0 0 1 -1 2
=<O 1 2)—(0 3 3>+<0 3 0>=<0 1 —1).
0 0 1 0 0 3 0 0 3 0 O 1

Queda probado que A~ = A> — 34 + 31.
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2°) Sean las rectas= {z _1 y=0

_ x=1+21
X—1+ny§{ :
z=2A

a) Estudie si las trayectorias de las rectas serg@éacruzan o coinciden.

b) Halle dos vectores directoresxdg s. Calcule el area del triangulo que forman.

a)
x=1+y
La expresion de por unas ecuaciones paramétricas sjy = A
z=1

Un punto y un vector director de la reetaonA(1,0,1) y v, = (1,1,0).

Un punto y un vector director de la restaonB(1,0,0) y v, = (1,0, 1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propaatas
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:w = 4B = [B — A] = [(1,0,1) — (1,0,0)] = (0,0, 1).

Segun que los vectorEs,, v,, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinamte g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

110
Rang {7, v5,W}=[1 0 1|=-1#0= Rang {v,v;,W}=3 =
0 0 1

= v,, Vs, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy § Secruzan.

b)
vy =(1,1,0)yvs=(1,0,1).

El area del triangulo que determinan dos vectosela enitad del modulo del
producto vectorial de los dos vectores:



1, - — 1i ] k 1 1
S=-oxl=2|1 1 off=3li—k—jl=2y12+(-1)2+(-1)? =
1 0 1

)

= VI+I+1=""ul

2
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e *six<0

3°) Sea la funciofi(x) = {ex RN

a) Estudie la continuidad y derivabilidad fiéx).

b) Estudie si existe un extremo relativofde’) enx = 0.

a)

Para que una funcion sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 0, cuya continuidad es du-
dosa y se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sugeBmor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

lim f(x) =lime™* =e’=1
x—0~ x—0

P =0= =
arax lim f(x) =lime* =e® =1 = f(0)
x—0% x—0

= xlirgl_ flx) = xlirggr f(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 0.

La funcién f(x) es continua en R.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 0 cuya derivabilidad se
estudia a continuacion.

Una funcidn es derivable en un punto cuando stsatas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

) _(—e*six <0 reen _ (—1 851 x <0
f(x)_{ex si x=0 =>f(o)_{lsiXZO =

= f'(07) # f'(0%) = La funcién f(x) no es derivable para x = 0.

f'(x) < 0en (—o,0) = Decreciente

£'(x) > 0 en (0,+) = Creciente y ser continua la funcion para

Por ser:{

x =0:

La funcién f(x) tiene un minimo relativo para x = 0.
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4°) Dadas las funciong€x) = x2 -2 y g(x) = «x.
a) Represente la region plana encerradg 0oy y g(x).
b) Calcule el &rea de la regidon anterior.

La funciénf(x) = x? — 2 es una parabola conveia) por ser positivo el coe-
ficiente dex?. Su vértice es el punio(0, —2).

Los puntos de corte de la parabola y la recta 8ermn de la igualacion de sus
expresiones:

x; =—1-P(-1,-1)
Xy = 2 - Q(ZI 2)

14VIF8 143
X2 =-2=x;x*-x-2=0; x= . =2:>{

La representacion grafica de la situacion es, apaEdamente, la que se indica
en la figura adjunta.

Por ser todas las ordenadas de la recta I
mayores que las correspondientes ordena- ( >
das de la parabola en el intervélel, 2), la flx
superficie a calcular es la siguiente:

S =[71g(x) — f(O)] - dx =

I , B g(x),,,,,, 7'
= [T [x—(x*=2)]-dx =

= f_zl(—x2 +x+2) dx =

4

2

S, (BeEee)- 2 )

=_§+2+4_l_l+2=8_3_1=8—3—1=5—1=3u2=4,5u2.
3 3 2 3 2 2 2 2

kkkkkkkkkk



59 Una persona utiliza Whatsapp un 70 % y Telagua 30 %. El 80 % de los
Whatsapp son de amigos y el 20 % de trabajo, naigioue de Telegram, el 80 % son
de trabajo y el 20 % de amigos.

a) Calcule la probabilidad de recibir un mensajerdedjo.

b) Si el usuario recibe un mensaje de trabajo, calayprobabilidad de que sea a traves
del Whatsapp.

-p=07-02=0,14

-p=203-02=0,06

-p=03-08=0,24
a)
P=P(Tr)=PWnNTr)+P(TenTr) =
= P(W) - P(Tr/W) + P(Te) - P(Tr/Te) = 0,7-0,2+ 0,3 -0,8 =

= 0,14+ 0,24 = 0,38.

b)
. _ P(WNTr) _ P(W)-P(TT/W) 0702 .
P=pPW/Tr) = P(Tr)  P(W)-P(Tr/W)+P(Te)-P(Tr/Te)  0,7-0,2+0,3:0,8
0% 2% _0,3684.

"~ 0,144+0,24 0,38
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OPCION B

1°) Discuta, en funcion del parametr& R, el sistema lineal de ecuaciones siguiente:
2x+y—az=2
x+y=a+ 1}_
(a+Dx+y—z=2

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
2 1 —a 2 1 —a 2

M=< 1 1 0>yM’=< 1 1 0 a+1>.
a+1 1 -1 a+1 1 -1 2

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

2 1 —a
M=l 1 1 0|=-2-a+a(a+1)+1=-1—a+a?+a=0;
a+1 1 -1
az —1=0= aq =:__1,a2 =1.
a+—1 _ P o 0k
Para{ail}:oRangM—RangM =3 =n2%incog.=> S.C.D.
2 1 1 2
Paraa=-1=>M'=|1 1 0 0]=RangM' = {(,,(,,C,} >
0 1 -1 2
2 1 2
=1 1 0/|=4+2—-2=4+0=RangM' =3.
0 1 2
Paraa = —1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
2 1 -1 2
Param=1=>M=|1 1 0 2|={C,=2C}=>RangM' =2.
2 1 -1 2

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incbdg.= S.C.I.
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2°) Sea la recta que pasa por los punt(®,0,—1) y B(0,—2,—1), y s la recta que
pasa por los punta¥(—1,2,0) y D(1,0,—1).

a) Calcule el planar que contiene ay es paralelo a.

b) Calcule la distancia entre las rectass.

“ Los puntos4(0,0,—1) y B(0,—2,—1) determinan el vector:
BA =[A-B]=1[(0,0,—-1)—(0,—2,—1)] = (0,2,0) = ¥ = (0, 1,0).
Los punto<'(—1,2,0) y D(1,0,—1) determinan el vector:
CD=[D-C]=[(1,0,-1) —(-=1,2,0)] = (2,-2,-1) = v, = (2,-2,—1).
x+1 y—2 =z
n(C; v, v) =| 0 1 0[=0, -(x+1)—-2z=0.
2 -2 -1
n=x+2z+1=0.
b)

Los vectore®,. y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-
ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el punfoe r y extremo el
puntoC € s: w = AC = [C —A] = [(~1,2,0) — (0,0,—1)] = (-1,2,1).

Segun que los vector€s’, v, w} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determiname g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; emaagrario, se cruzan.

0 1 0
Rang {v,,vo,w}=>|2 -2 —-1l=1-2=-1#0=
-1 2 1

= Rang {v,,v;,W} = 3 = ¥, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy §Secruzan.




c)

Para calcular la distancia entre las reetgs vamos a determinar un paralele-
pipedo cuyas dimensiones son los vectores directlerdéas rectas, y v., y el vector
w = (—1,2,1) hallado en el apartado anterior.

Para una mejor comprension se hace el esquema qisearva.

El volumen del paralelepipedo es el producto mibetdos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observando que la altura h es igledistancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

vy (Vg X W)|
V=T @ X W) =[5 X Bl k= x -d = d = T
[vr X Vg
0 1 o0
I 2 -2 -1
d(r,s) = @xXWl_Jloa 2 oWl =2l ! - 1
’ [vr X 5] (‘) i ’; |-i—2k|  J=DZ+(-2)2 VIit4 5
2 -2 -1
V5
d(r,s)z?u.

Otra forma de obtener la distancia es la siguiente:

Las ecuaciones parameétricas de las rectas tiasanguientes expresiones:

x=0 x=-1+2u
r= {y =1 ys= {y = 2 — 2u . Un punto genérico de cada una de las rectas
z=-1 =—u

son los siguientes:
Per="P0,1,-1); Q€s=>Q(—1+4+2u,2—2u,—un).

OP=[P-0]=(1—-2u,1—2+42u—1+p).



El vectorQ_P) tiene que ser perpendicular a los vectores direstde las rectas,
por lo cual, sus productos escalares tienen g aalbos cero:

0P - U, =0=>(1—2u,—-2+2A+2u,—1+p)-(0,1,0) = 0;
—24+142u=0; 1+2u=2. (1)

0P - 7.=0=(1—-2u-2+A42u—-14+pn)-(2,-2,—1) = 0;
2—4u+4—-22—4u+1—u=0; =21—9u+7=0; 2A+9u=7. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

/1+2,u=2} —2A—4u=—-4

3
20+9u =7 20+9u=7 }:)5“_3:”—5'

4

A+2=2 50+6=10=>51=4=>1="2
4
Los puntos resultan sét(0,4,—1) = P (O'E' —1) y
6 6 3 1 4 3
Q-1+2p2-2 - ~Q(-1+5,2-3,-3) =~ @(3,2,-2).
La distancia pedida es el modulo del ve@r

% - (01)- (4D = (20D,

i = 071 = (-3 oo () = =%

d(r,s) = gu.
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52
x2-1"

39 Sea la funciofi(x) =

a) Estudie las asintotas, la monotonia (crecimiend@grecimiento) y los extremos
relativos (maximos y minimos) gex).

b) Represente la grafica déx) utilizando el apartado anterior.

a)
Por ser una funcién racional su dominio en el aoigjule los nameros reales,
excepto los valores reales xlgue anulan el denominador.

D(f)=R—-{-1,1}.

Por serf (—x) = f(x) la funcion (par) es simétrica con respecto akeje

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

2
k = lim f(x) = lim : = 1= Larectay = 1 es asintota horizontal.
X—00 x—oo X<—1

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpue hacen que la funcién tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

x?—1=0= Lasrectas x = —1 y x = 1 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Los puntos de corte con los ejes son los sigusente

EjeX = f(x) = 0> - =0; x2=0; x = 0= 0(0,0).

x2—-1

2
EjeY = x = 0 = £(0) =Of_1=0:>0(0,0).

Una funcién es creciente o decreciente cuandoiswefa derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

2x-(x2-1)-x%-2x _ 2x3-2x-2x3 _  -2x

O ==y =" o

—2X

f'x)=0= Enrhe 0; 2x=0=>x=0.




Como quiera que el denominador de la derivadposgivo para los valores
reales dex pertenecientes al dominio de R:

Crecimiento: f'(x) > 0= x € (—o,—1) U (—1,0).

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (0,1) U (1, +o0).

La condicion necesaria para que una funcién temge&ximo o un minimo
relativo es que se anule su primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ila segunda derivada:
si es negativa para los valores que anulan araepai derivada se trata de un maximo
y, Si es positiva, de un maximo.

F(x) = —2-(x?-1)%+2x-[2-(x2-1)-2x] _ —2-(x®>-1D)+8x% _ —2x%42+48x* _ 6x%+2
- (x2-1)* G N O N
f7(0) = _2 = —8 > 0 = Maximo relativo para x = 0.

f(0) =0 = Maximo:0(0,0).

b)
La representacion gréafica, aproximada, de la iamek la siguiente:

\

fx)

|
|
|
|
|
|
2
Qﬁdy_#_];
' 0 >
—6 =3 i T 3 6 x
| x=1
x=-1 i ~°
R R
DR SN [
o |
| | t
1
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x—3

4°) Calcule una primitiv& (x) de la funcionf (x) =

x2-1"

F(x)=fx_3-dx=f(x S )-dxzf X . dx—3-[——-dx=

x2-1 x?2-1  x?-1 x%-1 x?-1
=M-3N. (%)
x?—-1=t
M=[2dxs{2x-dr=dt sl (logr=lip=lp2q)=
x2—1 2 -t 2 2

x-dx=l-dt
2

=~ Llx+ 1+ Lix—1] = M.

_ 1 1 A B Ax—-A+Bx+B _ (A+B)x+(—A+B)

N = fxz—l dx = x2—-1 x+1 T x—-1 x%2-1 - x%2-1 =
= A+B:0}:>ZB—1- B—l:>A——1:>f _—%+i ~dx =
—-A+B=1 T T T2 x+1 | x—1 -

=—§ux+n+§ux—n=N.
Sustituyendo en (*) los valores de M y N:
F()=M—3N=—-Llx+1|+2-Llx— 1| +>Llx + 1] —>Llx - 1]+ C =

=2-Llx+1|—Llx—1| +C.

(x+1)?
lx—1]

F(x) =1 +C.

kkkkkkkkkk



59) Se estima que el 40 % de los alumnos que caamaim grado de ingenieria acaban
obteniendo el grado. Si se elige al azar a 5 alsngue comenzaron una ingenieria,
calcule:

a) La probabilidad de que los 5 alumnos obtengamaglayde ingeniero.

b) La probabilidad de que como maximo 2 obtengamagl@de ingeniero.

¢) La media y la desviacion tipica de la distribucion

a)
Se trata de una distribucion binomial de los sigtds datos:

p=04 gq=1-p=0,6; n=5; r=05.

La formula de la probabilidad de que meslementos- sean favorables es la
; ; Do _ (M LT . 4N-T
siguienteP = (r p"-q"".

P =P(5) = (g) £0,45-0,6°=1-0,01024-1 = 0,01024.
b)

P = P(0) + P(1) + P(2) =
= ((5)) £0,4° - 0,65 + (i) L0,41- 0,6 + (g) L0,42-0,6% =
=1:1-0,07776+5-0,4-0,1296 + ——- 0,16 0,216 =
= 0,07776 + 0,2592 + 0,3456 = 0,68256.
c)

u=n-p=5-04=2.

o=\n-p-q=+5-04-0,6=+12=1,0954.
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