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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN. 
 
El examen consta de 10 problemas, cuyo valor es de 2 puntos cada uno. Es estudiante 
ha de elegir 5 preguntas.  
Observación importante: En ningún caso deberá responder a un número mayor del in-
dicado porque en la corrección del examen sólo se tendrán en cuenta las cinco primeras 
preguntas respondidas. Si se desea que alguna de ellas no sea tenida en cuenta, el estu-
diante ha de tacharla y dejarlo claramente indicado. En este caso, además de las cuatro 
primeras preguntas sin tachar, se corregirá la que ocupe el siguiente lugar. Justificar 
las respuestas. 
 
PREGUNTAS 
 

1º) Sean las matrices � = �1 −12 1 �  	 
 = �1 14 −1�: 

 �) Calcule los productos de matrices � · 
 	 
 · �. ¿Se cumple que � · 
 = 
 · �? 
 �) Compruebe si se cumple la igualdad �� + 
)� = �� + 
�. 
 

---------- �)  

 � · 
 = �1 −12 1 � · �1 14 −1� = �−3 26 1�. 

 

 
 · � = �1 14 −1� · �1 −12 1 � = �3 02 −5�. 

 ���� �� �������, �� ��  !�"#� $!� � · 
 = 
 · �. 

 �)  �� + 
)� = %�1 −12 1 � + �1 14 −1�&� = �2 06 0�� = �2 06 0� · �2 06 0� = 

 = � 4 012 0�. 



 �� = � · � = �1 −12 1 � · �1 −12 1 � = �−1 −24 −1�. 

 
� = 
 · 
 = �1 14 −1� · �1 14 −1� = �5 00 5�. 

 �� + 
)� = �� + 
� ⇒ � 4 012 0� = �−1 −24 −1� + �5 00 5� = �4 −24 4 �. 

 ���� �� �������, �� ��  !�"#� $!� �� + 
)� = �� + 
�. 

 
********** 

  



2º) �) Estudie el sistema de ecuaciones 
        ( + )* = 1( + 	 + )* = 1)( − 	 + * = 1+ , en función del parámetro 

) ∈ -. 
 �) Resuelve el sistema (si es posible) para ) = 1. 
 

---------- �)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

. = /1 0 )1 1 )) −1 10  	 .′ = /1 0 )1 1 )) −1 1     1110. 

 

|.| = 31 0 )1 1 )) −1 13 = 1 − ) − )� + ) = 0;  −)� + 1 = 0 ⇒ )5 = −1, )� = 1.  

 6��� 7) ≠ −1) = 1 9 ⇒ -��: . = -��: .; = 3 = �º =� ó:. ⇒ @. �. A. 

 

6��� ) = −1 ⇒ .; = / 1 0 −11 1 −1−1 −1 1      1110 ⇒ -��: .; ⇒ B�5, ��, �CD ⇒  

 

⇒ 3 1 0 11 1 1−1 −1 13 = 1 − 1 + 1 + 1 = 2 ≠ 0 ⇒ -��: .; = 3.  

 6��� ) = −1 ⇒ -��: . = 2;  -��: .; = 3 ⇒ @=�E��� =� ��"�E=�#� . 
 

6��� ) = 1 ⇒ .; = /1 0 11 1 11 −1 1     1110 ⇒ B�5 = �F = �CD ⇒ -��: .; = 2.  

 6��� ) = 1 ⇒ -��: . = -��: .; = 2 < �º =� ó:. ⇒ @. �. H. 

 �)  

 Para ) = 1 el sistema resulta 
        ( + * = 1( + 	 + * = 1( − 	 + * = 1+, que es compatible determinado. 

Despreciando la tercera ecuación y haciendo * = ): 
 @�#! =ó�: ( = 1 − );   	 = 0;   * = ), ∀) ∈ -. 

 
********** 



3º) Sean los vectores !K⃗ = �4, 3, �), �⃗ = ��, 1, 0) 	 MKK⃗ = �2�, 1, �), con � ∈ -. 
 �) Determine los valores de � para que !K⃗ , �⃗ 	 MKK⃗  sean linealmente independientes. 
 �) Para el valor � = 1 exprese MKK⃗  como combinación lineal de !K⃗  	 �⃗. 
 

---------- �)  
Para que los vectores !K⃗ , �⃗ 	 MKK⃗  sean linealmente independientes es necesario que 

el determinante que forman tenga rango tres, es decir, que sea distinto de cero: 
 

3 4 3 �� 1 02� 1 �3 = 4� + �� − 2�� − 3�� = 0;  4� − 4�� = 0;   4��1 − �) = 0 ⇒  

 ⇒ �5 = 0, �� = 1. 
 N�� �� E���� !K⃗ , �⃗ 	 MKK⃗  ��� #=���#���E� =�O�"��O=��E�� ∀� ∈ - − B0, 1D. 
 �)  

Para � = 1 los vectores son !K⃗ = �4, 3, 1), �⃗ = �1, 1, 0) 	 MKK⃗ = �2, 1, 1). 
 

 MKK⃗ = P · !K⃗ + Q · �⃗ ⇒ 4P + Q = 23P + Q = 1           P = 1+ ⇒ Q = −2 ⇒ MKK⃗ = !K⃗ − 2�⃗. 

 
********** 

  



4º) Dados el plano R5 determinado por los puntos ��0, 1, 1), 
�2, 0, 2) y ��1, 2, 6) y 
el plano R� ≡ ( − 	 + * = 3. Calcule una recta paralela a los dos planos y que no esté 
contenida en ninguno de ellos. 

---------- 
 

Los puntos ��0, 1, 1), 
�2, 0, 2) y ��1, 2, 6) determinan los vectores: 
 
 �
KKKKK⃗ = T
KKKKK⃗ − T�KKKKK⃗ = U�2, 0, 2) − �0, 1, 1)V = �2, −1, 1).   
 
 ��KKKKK⃗ = T�KKKKK⃗ − T�KKKKK⃗ = U�2, 0, 2) − �1, 2, 6)V = �1, −2, −4).  
 

RW�; �
KKKKK⃗ , ��KKKKK⃗ X ≡ 3( 	 − 1 * − 12 −1 11 −2 −4 3 = 0; 

 4( + �	 − 1) − 4�* − 1) + �* − 1) + 2( + 8�	 − 1) = 0;   
 6( + 9�	 − 1) − 3�* − 1) = 0;   2( + 3�	 − 1) − �* − 1) = 0;  
 2( + 3	 − 3 − * + 1 = 0 ⇒  R5 ≡ 2( + 3	 − * − 2 = 0.  

 

 Los planos R5 	 R� determinan la recta �; ≡ [2( + 3	 − * − 2 = 0( − 	 + * − 3 = 0     . 
 
 Un vector director de �; es cualquiera que sea linealmente dependiente del pro-
ducto vectorial de los vectores directores de los planos que la determinan, que son los 
siguientes: �5KKKK⃗ = �2, 3, −1) 	 ��KKKK⃗ = �1, −1, 1). 
 

 �5KKKK⃗ × ��KKKK⃗ = 3= ] ^2 3 −11 −1 1 3 = 3= − ] − 2^ − 3^ − = − 2] = 2= − 3] − 5^ ⇒ 

 ⇒  �_`KKKKK⃗ = �2, −3, −5). 
 
 Las infinitas rectas que son solución del ejercicio tienen como vector director al 
vector hallado �_`KKKKK⃗ = �2, −3, −5); considerando un punto que no pertenezca a ninguno 
de los dos planos dados, por ejemplo el origen, una recta solución es la siguiente: 
 

� ≡ a ( = 2)	 = −3)* = −5) . 
 

********** 
  



5º) Sea la función b�() = Cc5dce. 
 �) Estudie las asíntotas, la monotonía (crecimiento y decrecimiento) y los extremos 
relativos (máximos y mínimos) de la función b�(). 
 �) Con los datos obtenidos en el apartado anterior, representa de forma aproximada la 
gráfica de la función b�(). 

---------- �)  
 Por ser 1 + (� ≠ 0, ∀( ∈ - ⇒   A�b) ⇒ -. 

 
 Asíntotas horizontales: son de la forma 	 = ^; son los valores finitos de la fun-
ción cuando x tiende a más o menos infinito. 
 

 ^ = limc→j b�() = limc→j Cc5dce = 0. 

 k# �]� O� ��� =��� �	 = 0) �� ��í�E�E� ℎ��=*��E�# O� #� b!� =ó�. 

 
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito; son los valores que anulan el denominador. 
 
 1 + (� = 0 ⇒ ( ∉ - ⇒ N� b!� =ó� b�() �� E=��� ��í�E�E�� ���E= �#��. 

 
 Asíntotas oblicuas: son de la forma 	 = �( + �, con � ≠ 0, � ≠ ∞, siendo: 
 

 � = limc→j p�c)c = limc→j
qrstrec = limc→j Cccdcu = 0. 

 N� b!� =ó� b�() �� E=��� ��í�E�E�� ��#= !��. 

 
 También se sabe que no tiene asíntotas oblicuas por ser incompatibles con las 
asíntotas horizontales. 
 
 Una función es simétrica con respecto al eje Y cuando b�−() = b�() y es simé-
trica con respecto al origen cuando b�−() = −b�(). 
 

 b�−() = vCc5d�vc)e = − Cc5dce = −b�(). 
 N� b!� =ó� b�() �� �=�éE�= �  �� ���"� E� �# ��=:��. 

 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 



 b;�() = C·�5dce)vCc·�c�5dce)e = CdCcevxce
�5dce)e = CvCce

�5dce)e = C�5vce)�5dce)e. 

 b;�() = 0 ⇒ C�5vce)�5dce)e = 0; 1 − (� = 0 ⇒ (5 = −1, (� = 1. 

 
 Como quiera que �1 + (�)� > 0, ∀( ∈ -, la derivada es positiva o negativa 
cuando lo sea la expresión 1 − (�. 
 
 Los periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 ��� =�=��E�: b;�() > 0 ⇒ (z�−1,1). 

 A� �� =�=��E�: b;�() < 0 ⇒ (z�−∞, −1) ∪ �1, +∞). 

 
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición necesaria no es 
suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la segunda 
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 b;;�() = vxc·�5dce)evC�5vce)·U�·�5dce)·�cV�5dce)q = vxc·�5dce)v5|c·�5vce)�5dce)u =  

 = vxcvxcuv5|cd5|cu
�5dce)u = xcuv�Cc�5dce)u = xc�cevF)�5dce)u . 

 

 b;;�−1) = vxd�C�u > 0 ⇒ .í�=�� ��#�E=�� "��� ( = −1. 

 

 b�−1) = vC5d5 = − C� = −2 ⇒  .í�=��: 6�−1, −2). 

 

 b;;�1) = xv�C�u < 0 ⇒ .á(=�� ��#�E=�� "��� ( = 1. 

 

 b�1) = C5d5 = C� = 2 ⇒  .á(=��: ~�1, 2). 

 
 También se obtiene el máximo teniendo en cuenta la simetría con respecto al 
origen de la función. 
 
 Aunque no se piden, se obtienen a continuación los puntos de inflexión de la 
función. 
 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 



anule su segunda derivada: 
 

b;;�() = 0 ⇒ xc�cevF)�5dce)u = 0;   8(�(� − 3) = 0 ⇒ �(5 = −√3(� = 0      (F = √3   . 
 bW−√3X = vC√F5dWv√FXe = vC√F5dF = −√3 ⇒  6!�E� O� =�b#�(=ó�: �W−√3, −√3X. 

 b�0) = C·�5d� = 0 ⇒  6!�E� O� =�b#�(=ó�: T�0, 0). 

 bW√3X = C√F5dW√FXe = C√F5dF = √3 ⇒  6!�E� O� =�b#�(=ó�: 
W√3, √3X. 

 �)  
 Con los datos obtenidos y teniendo en cuenta que la función pasa por el origen 
de coordenadas, puede hacerse un esbozo de la gráfica de b�(), que es el siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

********** 
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6º) Calcula los valores de � 	 � sabiendo que la siguiente función b�() es derivable en 

todo su dominio: b�() = [2(� + �( + �  �= ( ≤ 1−2 + N(  �=  ( > 1 . 

 
---------- 

 
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función b�() es continua en R, excepto para ( = 1, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores reales de � 	 � para que lo sea. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 6��� ( = 1 ⇒ a limc→5� b�() = limc→5�2(� + �( + �) = 2 + � + � = b�1)limc→5t b�() = limc→5�−2 + N() = − 2 + N1 = −2             ⇒ 

 ⇒ limc→5� b�() = limc→5t b�() = b�1) ⇒ 2 + � + � = −2 ⇒ � + � = −4.     (1) 

 
 La función b�() es derivable en R, excepto para ( = 1 cuya derivabilidad se va 
a forzar determinando los correspondientes valores de � 	 �. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 b;�() = �4( + �  �= ( ≤ 15c  �=  ( > 1    ⇒ b;�1) = 74 + �  �=  ( ≤ 11  �=  ( > 1  ⇒  

 ⇒  b;�1v) = b;�1d) ⇒ 4 + � = 1 ⇒ � = −3. 
 
 Sustituyendo el valor de � en (1):  −3 + � = −4 ⇒ � = −1. 
 N� b!� =ó� b�() �� O��=���#� �� ( = 1 "��� � = −3 	 � = −1. 

 
********** 

  



7º) Sean las funciones b�() = 1 − (� y :�() = −3: 
 �) Represente la región plana encerrada por las funciones b�() y :�(). 
 �) Calcule el área de la región anterior. 
 

---------- �)  
La función b�() = 1 − (�  es una parábola cóncava �∩) por ser negativo el coe-

ficiente de (� y su vértice es siguiente: 
 b;�() = −2( = 0 ⇒ ( = 0 ⇒ �é�E= �: ��0, 1). 

 
 Los puntos de corte de ambas funciones tienen por 
abscisas las raíces de la ecuación que resulta de la iguala-
ción de sus expresiones. 
 b�() = :�() ⇒ 1 − (� = −3;  (� = 4 ⇒  
 ⇒ [(5 = −2 ⇒ 6�−2, −3)(� = 2 ⇒ ~�2, −3)      .  
 
 La representación gráfica de la situación, aproxi-
mada, se expresa en la figura adjunta. 
 �)  
 Teniendo en cuenta que ambas funciones son simétricas con respecto al eje de 
ordenadas y de la observación de la figura se deduce la superficie a calcular, que es la 
siguiente: 
 @ = 2 � Ub�() − :�()V · O(�� = 2 � �1 − (� + 3) · O( =�� 2 � �−(� + 4) · O( =��   

 = 2 · %− cu
F + 4(&�

� = 2 · %�− �u
F + 4 · 2� − 0& = − 5|F + 16 = v5|dCxF = F�F . 

 = %− cu
F + (� + 3(&v5

F = �− Fu
F + 3� + 3 · 3� − %− �v5)u

F + �−1)� + 3 · �−1)& =  

 = −9 + 9 + 9 − 5F − 1 + 3 = 11 − 5F = FFv5F = F�F  !� ≅ 10,67 !� = @.  

 
********** 
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8º) Calcule la integral: H = � Fccevcv� · O(. 

 
---------- � = � Fccevcv� · O(. 

 (� − ( − 2 = 0;   ( = 5±√5dx� = 5±√�� = 5±F� ⇒ (5 = −1, (� = 2. 

 
 (� − ( − 2 = �( + 1)�( − 2). 
 Fccevcv� = �cd5 + �cv� = �cv��d�cd��cd5)�cv�) = ��d�)cd�v��d�)cevcv� ⇒      . + � = 3−2. + � = 09 ⇒  

  2. + 2� = 6−2. + � = 09 ⇒ 3� = 6;   � = 2;   . + 2 = 3 ⇒ . = 1. 

 

 � = � Fccevcv� · O( = � � 5cd5 + �cv�� · O( = N|( + 1| + 2 · N|( − 2| + �. 

 � = � Fccevcv� · O( = NU⌈( + 1⌉ · �( − 2)�V + �. 

 
********** 

  



N 

. 

6WN ∩ .X = 1 − 6�N ∪ .) 

9º) Se realizaron dos debates electorales, uno el lunes y otro el martes. Se hizo una 
encuesta a 1.500 personas para estimar la audiencia, de las cuales: 1.100 personas vie-
ron el debate del lunes, 1.000 vieron el debate del martes y 300 no vieron ninguno. 
Eligiendo al azar a uno de los encuestados: 
 �) Calcule la probabilidad de que viera los dos debates. 
 �) Si vio el debate el lunes, calcule la probabilidad de que viera el del martes. 
 

---------- 
 

 A�E��: 6�N) = 5.5��5.��� = 555� ;   6�.) = 5.���5.��� = �F ;   6WN ∩ .X = F��5.��� = 5�. 

 �)  
 6WN ∩ .X = 1 − 6�N ∪ .) ⇒ 6�N ∪ .) = 1 − 6WN ∩ .X.  

 

 6�N ∪ .) = 1 − 5� = C�. 

 6�N ∩ .) = 6�N) + 6�.) − 6�N ∪ .) =  
 = 555� + �F − C� = 55d5�v5�5� = �5� = F� = 0,6. 

 �)  

6 = 6�./N) = ���∩�)���) = �s�sss� = �55 = 0,8182. 

 
********** 

  



10º) El radio de un pistón se distribuye según una distribución normal de media 5 cm 
y desviación típica de 0,01 cm. 
 �) Calcule la probabilidad de que un pistón tenga un radio mayor que 5,01 cm. 
 �) Calcule la probabilidad de que un pistón tenga un radio entre 4,98 y 5 cm. 
 

---------- �)  A�E��:  � = 5;   � = 0,01. 
 � → ���;  �) = ��5;  0,01).  Tipificando la variable: � = �v��,�5. 

 6 = 6�� > 5,01) = 6 �� > �,�5v��,�5 � = 6 �� > �,�5�,�5� = 6�� > 1) =  

 = 1 − 6�� ≤ 1) = 1 − 0,8413 = 0,1587. 
 �)  6 = 6�4,98 < � < 5) = 6 �C,�xv��,�5 < � < �v��,�5� = 6 �v�,���,�5 < � < ��,�5� =  

 = 6�−2 < � < 0) = 6�� < 0) − U1 − 6�� ≤ 2)V =  
 = 6�� < 0) − 1 + 6�� ≤ 2) = 0,5 − 1 + 0,9772 = 1,4772 − 1 = 0,4772. 
 

********** 
 


