PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

JUNIO — 2021

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN.

El examen consta de 10 problemas. Es estudiarde Biegir 5 preguntas. En ningan
caso debera responder a un nimero mayor del irdigadjue en la correccion del
examen solo se tendran en cuenta las cinco prirpezgsantas respondidas. Se seguira
el orden en el que las respuestas aparezcan desisgor el estudiante. Si se desea
qgue alguna de ellas no sea tenida en cuenta ueli@ste ha de tacharla y dejarlo cla-
ramente indicado. En este caso, ademas de lag quatreras preguntas sin tachar, se
corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justifias respuestas y las soluciones.

PREGUNTAS

1°) Demostrar que la matiz = (i %) verifica la ecuacioM? + A,M + A, =0y

determinar los escalarégy 1, de R (dondé y O son las matrice3 X 2 identidad y
cero).

M2+/11M+/121=0:>(i ;)(f %)+Al-(i §)+/121=0;

G 9ol Drac 9=C 9= R onms
G O-0C D 9-6

(o 9+ D+6 =020 1550

Queda demostrado que M verifica la ecuacion dada para A, = =4y A, = 3.

kkkkkkkkkk



2°) Discutir y resolver (cuando sea posible) aligigte sistema de ecuaciones lineales
xX—y=24
en funcion del parametibe R: x — Ay = /1}.
Ax—y =241

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 -1 1 -1 2
M=<1 —A)yM’:<1 ) ,1).
1 -1 1 -1 2

El rango de la matriz ampliada en funcién del pataoi es el siguiente:

1 -1 2 1 -1 1
IM'|=11 -2 Al=2-|]1 -2 1|=2-(—21—-1-2+2+1+1)=
A -1 2 A -1 1

=1 P2-22+1D)=A1A-1)2=0>1, =01, = 1.

Para {j i (1)} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 -1 0 1 —1

ParaA=0=M"=|1 0 O =>| |¢0=>RangM’= :
0 -1 0 10

ParaAl=0= Rang M = Rang M' = 2 =n%incég.= S.C.D.

1 -1 1
Para)l=1:>M’=<1 -1 1)=>RangM’=RangM=1.
1 -1 1

ParaA=1= Rang M = Rang M' =1 <n%incég.= S.C.I.
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3°) Dados el plang = kx + y —z = 0 y la rectar = x;‘* =22
a) Determinar los valores del pardmetre R para que el plano contenga a.
b) Parak = 0, calcular el angulo que formamny r.

a)
Para que la rectaesté contenida en el planoes condicion necesaria que el
vector director de la recta y el vector normalmaho sean perpendiculares.

El vector director de la recta 5= (2,1,—1) y un vector normal del plano
esni = (k,1,—1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su pescalar es cero:
v, on=0=>(2,1,-1)-(k,1,-1)=0; 2k+1+1=0; 2k+2=0;
k+1=0=k=-1.

El plano resultar = —x + y — z = 0. Si el plano contiene a la recta tiene que
contener a todos sus puntos. Un punte deP (4, 2, —2).

Si el planar contiene al punt® tiene que satisfacer su ecuacion:

n=—x+y—z=0

P(4, 2,—2)} = —4+2-(-2)=-2+2=0>= Sesatisface.

Elplano m contiene a larectar para k = —1.

b)
Parak = 0 el plano est; = y — z = 0 y su vector normal es; = (0,1, —1).

Proveccion de r

Por definicion de producto escalar:- v, = |n;]| - [v,] - cos B.



cos B = % Por sex y f complementariosen @ = ——=
11°1Yr

|- [or]

(0,1,-1)-(2,1,-1) _ 0+1+1 2 2 2
J0Z+124(=1)2./22412+(-1)2  VO+1+1V4+1+1 V26 V12 23

sen a =

— L 05774 = a = arc sen 0,5774 = 35° 15' 52"

il

Larectary el plano w forman un angulo de 35° 15’ 52"
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4°) Sea el plana = x + y + z = 1. Encontrar un plang, paralelo ar, tal que el

triangulo formado por los puntos de cortg8deon los ejes tenga de 43 unidades
cuadradas.

El planog tiene por expresiof =x+y+z+ D = 0.

Los puntos de corte con les ejes del plérson los siguientes:

f=x+y+z+D=0

Eje X = y=0>x+D=0;, x=-D= A(-D,0,0).
z=0
p=x+y+z+D=0

EjeY = x=0=>y+D=0; y=-D = B(0,-D,0).
z=0
pP=x+y+z+D=0

EjeZ = x=0}=>z+D=0; z=-D=C((0,0,—-D).
y=0

Los puntosA(—D,0,0), B(0,—D,0) y €(0,0,—D) determinan los siguientes
vectores:

AB = 0B — 04 = [(0,-D,0) — (=D, 0,0)] = (D,—D,0).

— —

AC = 0C — 04 =[(0,0,—-D) — (=D, 0,0)] = (=D, 0,D).

El area del triangulo que determinan tres puntoslmeados es la mitad del
ma&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan:

N ik
SABC:%'|ABXAC|=2\/§; D -D o0l =4V3;
D 0 D
i j k
D2-|l 1 —1 0| =4V3 D?-|-i—k—jl=4V3; D?-|—i—j—kl=4V3;
-1 0 1

D2/(-1)2+ (-1)2 + (-1)2 =4V/3; D? V3 =43, D> =4 =D, = -2,D, = 2.
Cumplen la condicion pedida los siguientes planos:

f1=Ex+y+z—-2=0y [ =x+y+z+2=0.
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59) Estudiar asintotas, monotonia (crecimientooyat@miento), extremos relativos y
puntos de inflexion de la funcigi(x) = e *".

El dominio def (x) = e™*" es R por ser una funcién exponencial.
Por serf (—x) = f(x) la funcion es simétrica con respecto al eje dermadas.

Asintotas horizontales: son de la forgn& k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandor tiende a mas o menos infinito.

. L I N S
k—xl_1>rinoof(x)—xl_1)§_rnooe =e * = —=0.

Larectay = 0 (eje X)es asintota horizontal de la funcion.

Asintotas verticales: son los valores finitoscdpie hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores queilam el denominador.

No tiene asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoiswefa derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

f'(x) =—2x- X%,

Crecimiento: f'(x) > 0= x < 0 = xe(—x,0).

Decrecimiento: f'(x) < 0= x > 0 = xe(0, +0).

Para que una funcién tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en esa punt

2 2
flx)=—2x-e* =0=>e™* #0,VxER=>x=0.
Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;

Si es positiva para el valor que anula la primegdrata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

fra) = —2-[1 e +x-(=2x) - e*] = =2 - e (1 — 2x2),



f"(0)=-2-e%°(1 - 0) = -2 < 0> Maximo relativo para x = 0.

f(0) = f(x) =e %=1 > Maximo relativo: A(0,1).

Una funcion tiene un punto de inflexion cuandasela su segunda derivada y
es distinta de cero su tercera derivada para losegaque anulan la segunda.

fo) = =2 e (1 - 2x?).
V=0 —-2-¢e" —2x°)=0;, e #0,VxeR=>1—-2x=0;
") =0=>-2-eF(1-2x)=0; e #OVxER>1-2x7=0

1 V2 V2
2x%2 =1, x>’ =-"22x;, = ——,x, = —.
2 1 2’727

) =-2-[-2x-e™* - (1-2x}) +e™® - (—4x)| =
=—2-(=2x) e - [(1—2x2)+ 2] = 4x - e~*" - (3 — 2x2).

f”'(i‘/z—i) # 0 = Puntos de inflexion para x = —\/2—7 yx = ‘/22

1
- Ve
e =eiatt

Puntos de inflexion: P (— E,E) yQ (

2 e

2 0y

2 e
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6°) Demostrar que las gréaficas de las funcigif@d = 2 — x2 y g(x) = e* se cortan
en al menos dos puntos. Para cada uno de los pdmtosite, encontrar un intervalo
gue lo contenga de longitud menor o igual que XoRar las respuestas exponiendo y
verificando los resultados (teoremas) que losfjgaen.

Los puntos de corte de dos funciones tienen smisds las raices de la ecuacion
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

fX)=gx)>2—x2=e*> h(x) =e* +x%-2.

Demostrar que las funciongéx) = 2 — x? y g(x) = e* se cortan al menos en
dos puntos es equivalente a demostrar que la fuh¢id = e* + x% — 2 tiene al me-
nos dos raices reales.

La funcionh(x) = e* + x? — 2 es continua y derivable en su dominio, que es
R, por lo cual lo sera en cualquier intervalo frque se considere.

El teorema de Bolzano dice que fKix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entoncesc € (a, b) tal

quef(c) =0".

Considerando, por ejemplo, los intervdleg, 0] y [0, 1] y aplicando el teorema
de Bolzano a cada uno de ellos, resulta:

h(0)=e®+0?-2=1-2=-1<0
h(0)=-2<0
[0'1]:{h(l)=el+12—2=e+1—2:e—1>0'

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en los intervalos [—2,0] y [0, 1].

Para obtener intervalos menores o iguales quadad consideramos, en primer
lugar, el intervald—1, 0] en el cual, aplicamos de nuevo el teorema de Bolza

h(-D=el+(-1)2-2=-41-2=--1<0

h(O0)=e®+02—2=1-2=-1<0

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [—2,—1].

Se considera, ahora, el intervfllp1 /2] al cual se aplica el teorema de Bolzano:



h(0)=-2<0

0,1/2] = h(§)=e§+(§)2—z=\/2+§—2= e—1=165-2<0

Las funciones f(x) y g(x) se cortan en el intervalo [0,1/2].
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. . 3
7°) Calcular la integral raciondl:= fx2+i_2 -dx.

~1+VI¥8 _ —143
x2+x—-2=0; x= =

= xl = _Z,XZ = 1
x2+x—-2=((x+2)(x-1).
3x_ _ M, N _ MX-MiNx+2N _ (M+N)x+(—M+2N) M+N=3 }
x2+x-2  x+2  x—1 (x+2)(x-1) - x2+x-2 —M+2N =0

=>3N=3;, N=1, M+1=3 =>M=2.

3 2 1
I=fx2+i_2-dx=f(m+—)-dx=2-L|x+2|+L|x—1|+C=

x-1

(l’jfl’|2+c=>1=f X dx = L|(x +2)2- (x = 1)| +C.

xZ4+x-2

=L

kkkkkkkkkk

10



8°) Sean las funciong€x) = x? y g(x) = Vx.

a) Representar la region plana delimitada por laogisade las funciong&(x) y g(x)
en el intervaldo, 2].

b) Calcular el area de la region anterior.

a)
Los puntos de corte de las funcioifés) y g(x) tienen por abscisas las solu-
ciones reales de la ecuacion que resulta de léaigjda de sus expresiones:

f(x)zxz} 2 4 1. 4 1 1(+3
>x2=x; xt=xb x*—x1=0; x1(x*-1)=0=>
g(x) =Vx ( )
= x1(x>—-1)=0>x; =0,x, = 1. Los puntos de corte sér(0,0) y A(1,1).
f(2)=22=4=C(24). g(2) = +v2 = D(2,V2).
Ay

La representacion gréfica de la situacion es,xamadamente, la expresada en
la figura adjunta.
b)

De la observacion de la figura se deduce la seped calcular, que es la si-
guiente:

S = fol(\/——xz)-dx+f12(x2 —x)-dx =

Il
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99 Un mecénico compra ruedas de dos marcas ACoBipra el 40 % de la marca A
que tiene un 3 % de ruedas defectuosas. Y compeatela la marca B con un 1 % de
defectuosas. El mecanico tiene que cambiar unaryuetige una al azar.

a) Calcular la probabilidad de que dicha rueda sésctieosa.

b) Si la rueda es defectuosa, calcular la probablldeagque sea de la marca A.

-p=04-097=0,012

-»p=20,6-001=0,006

>p=06-099 = 0,594

a)
P=P(D)=P(ANnD)+P(BND)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B) =

=04-003+0,6-001=0,012+ 0,006 =0,018.

b)
P(AND) _ P(A)-P(D/A) _ 0,4:0,03 _ 0,012

P =P(A/D) = P(D) ~ P(D) ~ 0018 0,018

= 0,6667.
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10°) Las notas del examen de Matematicas |l d8& Esiguen una distribucidén nor-
mal de media 6,5 y desviacion tipica 1,5. Se @lgear un alumno de Matematicas Il
de la EBAU:

a) Calcular la probabilidad de que un alumno hayalzgmio(= 5).

b) Calcular la nota que tiene que sacar un alumregas su nota sea superior al 97,50
% de las notas.

a)
Datos: © = 6,5 o=1,5.
X > N(u; o) = N(6,5; 1,5). Tipificando la variableZ = X;z’s.
P=PX25=P(Z2 5;65'5) =P(Zz%5) —PZz=-1)=PZ<1)=
= (0,8413.
b)

Se debe hallgrtal que:P = P(X <y) =0,9750 = P (Z < VIZ’S) = 0,9750.

Mirando de forma inversa en la tadl0,1) a 0,9750 le corresponde 1,96:

Y—6,5
1,5

=1,96; y — 6,5=2,94; y = 6,5+ 2,94 = 9,44,

El alumno tiene que sacar una nota de 9,44.
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